
کامپیوتر علوم و ریاضی دانشکده

درس جزوه

مختلط توابع

دهقانژاد اکبر دکتر درس: استاد

دینی معین

۱۴۰۴ بهار



مختلط توابع درس جزوه

کاربردها و ریاضیات کارشناسی دانشجوی دینی معین

۱۴۰۴ بهار

۱۴۰۴ بهار در کاربردها و ریاضیات کارشناسی دانشجویی دینی معین توسط جزوه این

است. گردیده تهیه دهقانژاد، اکبر پروفسور با مختلط توایع درس برای

است. بلامانع منبع، ذکر با نشر



مطالب فهرست

۲۴ مختلط اعداد ۱

۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضرب و جمع ۱ .۱

۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد تعریف ۱ .۱ .۱

۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد جمع ۲ .۱ .۱

۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد ضرب ۳ .۱ .۱

۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۴ .۱ .۱

۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۵ .۱ .۱

۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها ۶ .۱ .۱

۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۱ .۱

۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۱ .۱

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۱ .۱

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۰ .۱ .۱

۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد تعریف ۱ .۲ .۱

۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی ۲ .۲ .۱

۱



مطالب فهرست

۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرکت پذیری ۳ .۲ .۱

۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع پذیری ۴ .۲ .۱

۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هویت ها ۵ .۲ .۱

۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس ها ۶ .۲ .۱

۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقسیم ۷ .۲ .۱

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مقسوم علیه های وجود عدم نتیجه: ۸ .۲ .۱

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۹ .۲ .۱

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها ۱۰ .۲ .۱

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۱۱ .۲ .۱

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۱۲ .۲ .۱

۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۳ .۲ .۱

۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۴ .۲ .۱

۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد تعریف ۱ .۳ .۱

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد برابری ۲ .۳ .۱

۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موهومی و حقیقی بخش های ویژگی های ۳ .۳ .۱

۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص انواع برای شرایط ۴ .۳ .۱

۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط مزدوج های معرفی ۵ .۳ .۱

۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۶ .۳ .۱

۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها ۷ .۳ .۱

۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۸ .۳ .۱

۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۹ .۳ .۱

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۰ .۳ .۱

۲



مطالب فهرست

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۱ .۳ .۱

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط صفحه تعریف ۱ .۴ .۱

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط صفحه در بردارها ۲ .۴ .۱

۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط عدد یک مطلق قدر ۳ .۴ .۱

۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطلق قدر اصلی ویژگی های ۴ .۴ .۱

۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های استنتاج ۵ .۴ .۱

۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۶ .۴ .۱

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها و نتایج ۷ .۴ .۱

۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۸ .۴ .۱

۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۹ .۴ .۱

۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۰ .۴ .۱

۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۱ .۴ .۱

۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط مزدوج های ۵ .۱

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۵ .۱

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۵ .۱

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۳ .۵ .۱

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها و نتایج ۴ .۵ .۱

۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۵ .۱

۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۵ .۱

۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۵ .۱

۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۵ .۱

۳



مطالب فهرست

۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی شکل ۶ .۱

۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۶ .۱

۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرگومان یافتن ۲ .۶ .۱

۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۳ .۶ .۱

۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۶ .۱

۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها ۵ .۶ .۱

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۶ .۱

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۶ .۱

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۶ .۱

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۶ .۱

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادگذاری و تعریف ۱ .۷ .۱

۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی شکل در ضرب ۲ .۷ .۱

۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی شکل در خارج قسمت ۳ .۷ .۱

۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی شکل در توان ۴ .۷ .۱

۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دمواور قضیه ۵ .۷ .۱

۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۶ .۷ .۱

۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها و نتایج ۷ .۷ .۱

۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۸ .۷ .۱

۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۹ .۷ .۱

۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۰ .۷ .۱

۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۱ .۷ .۱

۴



مطالب فهرست

۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرگومان تعریف ۱ .۸ .۱

۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۸ .۱

۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژگی ها استنتاج ۳ .۸ .۱

۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۸ .۱

۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها و نتایج ۵ .۸ .۱

۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۸ .۱

۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۸ .۱

۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۸ .۱

۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۸ .۱

۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۹ .۱

۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . nام ریشه های استنتاج ۲ .۹ .۱

۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۳ .۹ .۱

۸۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۹ .۱

۸۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها و نتایج ۵ .۹ .۱

۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۹ .۱

۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۹ .۱

۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۹ .۱

۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۹ .۱

۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ها ۱۰ .۱

۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه عملیات های :۱ مثال ۱ .۱۰ .۱

۵



مطالب فهرست

۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرگومان و مطلق قدر :۲ مثال ۲ .۱۰ .۱

۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی شکل :۳ مثال ۳ .۱۰ .۱

۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی شکل در توان :۴ مثال ۴ .۱۰ .۱

۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد ریشه های :۵ مثال ۵ .۱۰ .۱

۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم درجه معادلات حل :۶ مثال ۶ .۱۰ .۱

۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها و نتایج ۷ .۱۰ .۱

۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۸ .۱۰ .۱

۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۹ .۱۰ .۱

۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱. ۱۰. ۱۰تمرین ها

۱۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر ۱. ۱۰. ۱۱تمرین های

۱۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

۱۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه توپولوژیکی مفاهیم ۱ .۱۱ .۱

۱۰۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نواحی و بودن متصل ۲ .۱۱ .۱

۱۰۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مناطق ۳ .۱۱ .۱

۱۰۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی کران و کران دار مجموعه های ۴ .۱۱ .۱

۱۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد و انباشت نقاط ۵ .۱۱ .۱

۱۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۶ .۱۱ .۱

۱۰۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها ۷ .۱۱ .۱

۱۰۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۸ .۱۱ .۱

۱۰۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۹ .۱۱ .۱

۱۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱. ۱۱. ۱۰تمرین ها

۱۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر ۱. ۱۱. ۱۱تمرین های

۶



مطالب فهرست

۱۱۳ تحلیلی توابع ۲

۱۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط متغیر توابع ۱ .۲

۱۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱ .۲

۱۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۱ .۲

۱۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۳ .۱ .۲

۱۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۱ .۲

۱۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۱ .۲

۱۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۱ .۲

۱۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۱ .۲

۱۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۱ .۲

۱۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگاشت ها ۲ .۲

۱۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۲ .۲

۱۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۲ .۲

۱۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۳ .۲ .۲

۱۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۲ .۲

۱۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۲ .۲

۱۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۲ .۲

۱۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۲ .۲

۱۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۲ .۲

۱۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

۱۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۳ .۲

۷



مطالب فهرست

۱۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۳ .۲

۱۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطوط نگاشت ۳ .۳ .۲

۱۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نواحی نگاشت ۴ .۳ .۲

۱۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۵ .۳ .۲

۱۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۶ .۳ .۲

۱۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۳ .۲

۱۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۳ .۲

۱۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۳ .۲

۱۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۰ .۳ .۲

۱۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدود ۴ .۲

۱۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۴ .۲

۱۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۴ .۲

۱۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۳ .۴ .۲

۱۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۴ .۲

۱۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۵ .۴ .۲

۱۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۶ .۴ .۲

۱۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۷ .۴ .۲

۱۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدود قضیه های ۵ .۲

۱۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حد تعریف ۱ .۵ .۲

۱۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقی حدود با ارتباط :۱ قضیه ۲ .۵ .۲

۱۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدود جبری خواص :۲ قضیه ۳ .۵ .۲

۱۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدود یگانگی :۳ قضیه ۴ .۵ .۲

۱۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی نهایت شامل حدود ۵ .۵ .۲

۸



مطالب فهرست

۱۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۶ .۵ .۲

۱۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۷ .۵ .۲

۱۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۸ .۵ .۲

۱۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۹ .۵ .۲

۱۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۱۰ .۵ .۲

۱۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۱ .۵ .۲

۱۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

۱۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۶ .۲

۱۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۶ .۲

۱۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۳ .۶ .۲

۱۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۶ .۲

۱۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۶ .۲

۱۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۶ .۲

۱۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۶ .۲

۱۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۶ .۲

۱۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوستگی ۷ .۲

۱۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۷ .۲

۱۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۷ .۲

۱۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۳ .۷ .۲

۱۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۷ .۲

۱۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۷ .۲

۱۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۷ .۲

۱۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۷ .۲

۹



مطالب فهرست

۱۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۷ .۲

۱۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتقات ۸ .۲

۱۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۸ .۲

۱۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوشی‑ریمان معادلات ۲ .۸ .۲

۱۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق گیری قوانین ۳ .۸ .۲

۱۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۴ .۸ .۲

۱۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتقات خواص ۵ .۸ .۲

۱۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۶ .۸ .۲

۱۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۸ .۲

۱۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۸ .۲

۱۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۸ .۲

۱۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۰ .۸ .۲

۱۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق گیری فرمول های ۹ .۲

۱۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۹ .۲

۱۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق گیری قوانین ۲ .۹ .۲

۱۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی قوانین اشتقاق ۳ .۹ .۲

۱۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۴ .۹ .۲

۱۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۹ .۲

۱۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۹ .۲

۱۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۹ .۲

۱۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۹ .۲

۱۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۹ .۲

۱۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوشی‑ریمان معادلات ۱۰ .۲

۱۰



مطالب فهرست

۱۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۰ .۲

۱۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص اشتقاق ۲ .۱۰ .۲

۱۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۳ .۱۰ .۲

۱۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۴ .۱۰ .۲

۱۸۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۱۰ .۲

۱۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوشی‑ریمان معادلات قطبی شکل ۶ .۱۰ .۲

۱۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۱۰ .۲

۱۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۱۰ .۲

۱۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۱۰ .۲

۱۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر ۲. ۱۰. ۱۰تمرین های

۱۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲

۱۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۱ .۲

۱۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص اشتقاق ۲ .۱۱ .۲

۱۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۳ .۱۱ .۲

۱۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۴ .۱۱ .۲

۱۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۱۱ .۲

۱۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۱۱ .۲

۱۹۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۱۱ .۲

۱۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۱۱ .۲

۱۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۱۱ .۲

۱۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطبی مختصات ۱۲ .۲

۱۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۲ .۲

۱۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۱۲ .۲

۱۱



مطالب فهرست

۱۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . قطبی مختصات در کوشی‑ریمان معادلات ۳ .۱۲ .۲

۱۹۹ . . . . . . . . . . . . . قطبی شکل در کوشی‑ریمان معادلات اشتقاق ۴ .۱۲ .۲

۲۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۵ .۱۲ .۲

۲۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۶ .۱۲ .۲

۲۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۱۲ .۲

۲۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۱۲ .۲

۲۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۱۲ .۲

۲۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر ۲. ۱۲. ۱۰تمرین های

۲۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحلیلی توابع ۱۳ .۲

۲۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۳ .۲

۲۰۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۱۳ .۲

۲۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی خواص اشتقاق ۳ .۱۳ .۲

۲۰۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۴ .۱۳ .۲

۲۰۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۱۳ .۲

۲۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۱۳ .۲

۲۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۱۳ .۲

۲۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۱۳ .۲

۲۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۱۳ .۲

۲۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

۲۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۴ .۲

۲۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۱۴ .۲

۲۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خواص اشتقاق ۳ .۱۴ .۲

۲۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۴ .۱۴ .۲

۱۲



مطالب فهرست

۲۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۱۴ .۲

۲۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۱۴ .۲

۲۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۱۴ .۲

۲۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۱۴ .۲

۲۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۱۴ .۲

۲۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هارمونیک توابع ۱۵ .۲

۲۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۵ .۲

۲۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحلیلی توابع با رابطه ۲ .۱۵ .۲

۲۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۳ .۱۵ .۲

۲۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هارمونیک مزدوج یافتن ۴ .۱۵ .۲

۲۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۵ .۱۵ .۲

۲۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۶ .۱۵ .۲

۲۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۱۵ .۲

۲۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۱۵ .۲

۲۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۱۵ .۲

۲۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر ۲. ۱۵. ۱۰تمرین های

۲۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده تعیین یکتا تحلیلی توابع ۱۶ .۲

۲۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۶ .۲

۲۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۱۶ .۲

۲۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هویت قضیه اشتقاق ۳ .۱۶ .۲

۲۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۴ .۱۶ .۲

۲۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۱۶ .۲

۱۳



مطالب فهرست

۲۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۱۶ .۲

۲۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۱۶ .۲

۲۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۱۶ .۲

۲۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۱۶ .۲

۲۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انعکاس اصل ۱۷ .۲

۲۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۷ .۲

۲۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی خواص ۲ .۱۷ .۲

۲۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصل اشتقاق ۳ .۱۷ .۲

۲۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توضیحی مثال های ۴ .۱۷ .۲

۲۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرعی نتایج و کاربردها ۵ .۱۷ .۲

۲۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۱۷ .۲

۲۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۱۷ .۲

۲۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۱۷ .۲

۲۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۱۷ .۲

۲۴۸ اولیه توابع ۳

۲۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی تابع ۱ .۳

۲۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱ .۳

۲۴۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژگی ها ۲ .۱ .۳

۲۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۳ .۱ .۳

۲۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۱ .۳

۲۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۱ .۳

۱۴



مطالب فهرست

۲۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۱ .۳

۲۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۱ .۳

۲۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۱ .۳

۲۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لگاریتمی تابع ۲ .۳

۲۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۲ .۳

۲۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژگی ها ۲ .۲ .۳

۲۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۳ .۲ .۳

۲۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۲ .۳

۲۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۲ .۳

۲۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۲ .۳

۲۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۲ .۳

۲۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۲ .۳

۲۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لگاریتم ها مشتقات و شاخه ها ۳ .۳

۲۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقداری چند لگاریتم تعریف ۱ .۳ .۳

۲۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لگاریتم شاخه های ۲ .۳ .۳

۲۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لگاریتمی شاخه های مشتقات ۳ .۳ .۳

۲۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۳ .۳

۲۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۳ .۳

۲۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۳ .۳

۲۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۳ .۳

۲۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۳ .۳

۲۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۳ .۳

۱۵



مطالب فهرست

۲۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

۲۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ۱ .۴ .۳

۲۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی هویت های ۲ .۴ .۳

۲۷۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی هویت های استنتاج ۳ .۴ .۳

۲۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۴ .۳

۲۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۴ .۳

۲۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۴ .۳

۲۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۴ .۳

۲۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۴ .۳

۲۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۴ .۳

۲۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط توان های ۵ .۳

۲۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۵ .۳

۲۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژگی ها ۲ .۵ .۳

۲۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۳ .۵ .۳

۲۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۵ .۳

۲۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۵ .۳

۲۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۵ .۳

۲۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۵ .۳

۲۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۵ .۳

۲۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثاتی توابع ۶ .۳

۲۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ۱ .۶ .۳

۲۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۶ .۳

۱۶



مطالب فهرست

۲۸۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۳ .۶ .۳

۲۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۶ .۳

۲۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۶ .۳

۲۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۶ .۳

۲۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۶ .۳

۲۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۶ .۳

۲۹۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هذلولی توابع ۷ .۳

۲۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ۱ .۷ .۳

۲۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۷ .۳

۲۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۳ .۷ .۳

۲۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۷ .۳

۲۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۷ .۳

۲۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۷ .۳

۲۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۷ .۳

۳۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۷ .۳

۳۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع ۸ .۳

۳۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ۱ .۸ .۳

۳۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۸ .۳

۳۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۳ .۸ .۳

۳۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۴ .۸ .۳

۳۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۵ .۸ .۳

۳۰۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۶ .۸ .۳

۱۷



مطالب فهرست

۳۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۷ .۸ .۳

۳۰۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۸ .۸ .۳

خطی۳۰۹ تبدیلات توسط نگاشت ۴

۳۰۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی تبدیلات ۱ .۴

۳۰۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱ .۴

۳۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۱ .۴

۳۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی تفسیر ۳ .۱ .۴

۳۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۱ .۴

۳۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۱ .۴

۳۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۱ .۴

۳۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۱ .۴

۳۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۱ .۴

۳۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۱ .۴

۳۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . w = 1
z تبدیل ۲ .۴

۳۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۲ .۴

۳۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۲ .۴

۳۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی تفسیر ۳ .۲ .۴

۳۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۲ .۴

۳۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۲ .۴

۳۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۲ .۴

۳۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۲ .۴

۱۸



مطالب فهرست

۳۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۲ .۴

۳۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۲ .۴

۳۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

۳۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۳ .۴

۳۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۳ .۴

۳۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی تفسیر ۳ .۳ .۴

۳۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگاشت برای کلی روش ۴ .۳ .۴

۳۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۵ .۳ .۴

۳۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۶ .۳ .۴

۳۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۳ .۴

۳۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۳ .۴

۳۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۳ .۴

۳۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۰ .۳ .۴

۳۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری خطی تبدیلات ۴ .۴

۳۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۴ .۴

۳۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۴ .۴

۳۴۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی تفسیر ۳ .۴ .۴

۳۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۴ .۴

۳۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۴ .۴

۳۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۴ .۴

۳۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۴ .۴

۳۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۴ .۴

۳۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۴ .۴

۱۹



مطالب فهرست

۳۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضمنی شکل یک ۵ .۴

۳۵۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۵ .۴

۳۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضمنی تابع قضیه ۲ .۵ .۴

۳۵۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۳ .۵ .۴

۳۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی تفسیر ۴ .۵ .۴

۳۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۵ .۵ .۴

۳۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۶ .۵ .۴

۳۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۵ .۴

۳۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۵ .۴

۳۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۵ .۴

۳۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۱۰ .۵ .۴

۳۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

۳۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۶ .۴

۳۵۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۶ .۴

۳۶۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی نگاشت های استخراج ۳ .۶ .۴

۳۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۶ .۴

۳۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۶ .۴

۳۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۶ .۴

۳۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۶ .۴

۳۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۶ .۴

۳۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۶ .۴

۳۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .w = sin z تبدیل ۷ .۴

۳۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۷ .۴

۲۰



مطالب فهرست

۳۶۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۷ .۴

۳۶۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی نگاشت های استخراج ۳ .۷ .۴

۳۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۷ .۴

۳۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۷ .۴

۳۷۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۷ .۴

۳۷۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۷ .۴

۳۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۷ .۴

۳۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۷ .۴

۳۷۶ . . . . . . . . . . . . . . z1/2 شاخه های و z2 توسط نگاشت ها ۸ .۴

۳۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . w = z2 تعریف ۱ .۸ .۴

۳۷۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . w = z2 ویژگی های ۲ .۸ .۴

۳۷۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . w = z2 هندسی تفسیر ۳ .۸ .۴

۳۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . w = z1/2 تعریف ۴ .۸ .۴

۳۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z1/2 شاخه های ۵ .۸ .۴

۳۷۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . w = z1/2 ویژگی های ۶ .۸ .۴

۳۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . w = z1/2 هندسی تفسیر ۷ .۸ .۴

۳۸۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۸ .۸ .۴

۳۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۹ .۸ .۴

۳۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۱۰ .۸ .۴

۳۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۱۱ .۸ .۴

۳۸۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرینات ۱۲ .۸ .۴

۳۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرینات ۱۳ .۸ .۴

۲۱



مطالب فهرست

۳۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

۳۸۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۹ .۴

۳۸۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۹ .۴

۳۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی ویژگی های استخراج ۳ .۹ .۴

۳۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۹ .۴

۳۹۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۹ .۴

۳۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۹ .۴

۳۹۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۹ .۴

۳۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۹ .۴

۳۹۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۹ .۴

۳۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان سطوح ۱۰ .۴

۳۹۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۰ .۴

۳۹۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۲ .۱۰ .۴

۳۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی ویژگی های استخراج ۳ .۱۰ .۴

۴۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۴ .۱۰ .۴

۴۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۵ .۱۰ .۴

۴۰۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۶ .۱۰ .۴

۴۰۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۷ .۱۰ .۴

۴۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۸ .۱۰ .۴

۴۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر تمرین های ۹ .۱۰ .۴

۴۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبط توابع برای ریمان سطوح ۱۱ .۴

۴۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف ۱ .۱۱ .۴

۲۲



مطالب فهرست

۴۰۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان سطوح ساخت ۲ .۱۱ .۴

۴۰۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ویژگی های ۳ .۱۱ .۴

۴۰۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلیدی ویژگی های استخراج ۴ .۱۱ .۴

۴۰۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا مثال های ۵ .۱۱ .۴

۴۰۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتایج و کاربردها ۶ .۱۱ .۴

۴۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخی زمینه ۷ .۱۱ .۴

۴۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شهود ۸ .۱۱ .۴

۴۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین ها ۹ .۱۱ .۴

۴۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دشوارتر ۴. ۱۱. ۱۰تمرین های

۴۱۵ منابع ۵

۲۳



۱ فصل

مختلط اعداد
ضرب و جمع ۱ .۱

مختلط اعداد تعریف ۱ .۱ .۱

می شود، داده نمایش z = (x, y) صورت به که است حقیقی اعداد از مرتب جفت یک مختلط عدد

موهومی بخش و (Re z = x) حقیقی بخش ترتیب به که هستند حقیقی اعداد y و x آن در که

که می شود، نوشته z = x + iy صورت به استاندارد، شکل در می دهند. نشان را (Im z = y)

جایگزین j با i گاهی مهندسی، در می کند. برآورده را i2 = −1 که است موهومی واحد i آن در

می مانند. باقی یکسان جبری ویژگی های اما می شود،

۲۴



ضرب و جمع ۱ .۱

مختلط اعداد جمع ۲ .۱ .۱

می شود: تعریف زیر صورت به جمع ،z2 = (x2, y2) و z1 = (x1, y1) مختلط عدد دو برای

z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2)

استاندارد: شکل در

z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)

در بردارها جمع مشابه می کند، جمع جداگانه طور به را موهومی و حقیقی بخش های عملیات این

مختلط. صفحه

مختلط اعداد ضرب ۳ .۱ .۱

می شود: تعریف زیر صورت به ضرب ،z2 و z1 همان برای

z1z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2)

است: زیر صورت به این استاندارد، شکل در

(x1 + iy1)(x2 + iy2) = x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i2y1y2

به: عبارت این ،i2 = −1 که آنجا از

(x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2)

۲۵



ضرب و جمع ۱ .۱

است. x1y2 + y1x2 موهومی بخش و x1x2 − y1y2 ضرب حقیقی بخش می شود. ساده

اصلی ویژگی های ۴ .۱ .۱

از: عبارتند کلیدی جبری ویژگی های

یعنی: هستند، جابجایی پذیر ضرب و جمع جابجایی پذیری: •

z1 + z2 = z2 + z1 و z1z2 = z2z1

هستند: تجمعی ضرب و جمع بودن: تجمعی •

(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) و (z1z2)z3 = z1(z2z3)

می شود: توزیع جمع بر ضرب بودن: توزیعی •

z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3

1 = (1, 0) ضرب هویت .z + 0 = z که طوری به است، 0 = (0, 0) جمع هویت هویت ها: •

.z · 1 = z که طوری به است،

برای حیاتی ساختاری می دهند، تشکیل میدان یک مختلط اعداد که می کنند تضمین ویژگی ها این

ریاضی. پیشرفته کاربردهای

۲۶



ضرب و جمع ۱ .۱

گویا مثال های ۵ .۱ .۱

شده اند: ارائه زیر مثال های عملیات ها، این شدن روشن برای

آنگاه: .z2 = 1 − 2i و z1 = 3 + 4i کنید فرض جمع: .۱

z1 + z2 = (3 + 1) + (4 − 2)i = 4 + 2i

:z2 و z1 همان با ضرب: .۲

z1z2 = (3·1−4·(−2), 3·(−2)+4·1) = (3+8, −6+4) = (11, −2) = 11−2i

جایگزین: طور به

(3 + 4i)(1 − 2i) = 3 − 6i + 4i − 8i2 = 3 − 2i + 8 = 11 − 2i

کاربردها ۶ .۱ .۱

و متناوب) جریان مدارهای (مدل سازی برق مهندسی مانند زمینه هایی در ضرب و جمع عملیات

تو…… را فاز تغییرات و امپدانس ها ترکیب آن ها در که سیگنال، پردازش

تاریخی زمینه ۷ .۱ .۱

مشارکت های با آمدند، پدید x2 + 1 = 0 مانند معادلاتی حل برای شانزدهم قرن در مختلط اعداد

تفسیر گاوس و آرگاند وسسل، نوزدهم، قرن اوایل و هجدهم قرن اواخر تا بومبلی. و کاردانو اولیه

۲۷



ضرب و جمع ۱ .۱

هندسی و جبری ویژگی های و دادند توسعه صفحه یک در نقاط عنوان به را مختلط اعداد هندسی

کردند. رسمی را آن ها

شهود ۸ .۱ .۱

حقیقی بخش افقی محور که کنید، تصور دوبعدی مختصات سیستم یک عنوان به را مختلط صفحه

(x, y) در نقطه ای z = x + iy مختلط عدد می دهد. نشان را موهومی بخش عمودی محور و

(x1 + x2, y1 + y2) در جدید نقطه ای که است، بردارها جمع مشابه مختلط اعداد جمع است.

ضرب مثال، عنوان به است، مختلط صفحه در چرخش و مقیاس بندی شامل ضرب می کند. ایجاد

می چرخاند. پادساعت گرد جهت در درجه ۹۰ را نقطه i در

Re(z)

Im(z)

z1 = 3 + 4i

z2 = 1 − 2i

z1 + z2 = 4 + 2i

متوازی الأضلاع یک و می آید دست به برداری جمع طریق از z1 + z2 = 4 + 2i جمع مختلط. صفحه در z2 = 1 − 2i و z1 = 3 + 4i مختلط عدد دو جمع نمایش :۱ .۱ شکل
می دهد. نشان را جمع شرکت پذیری و جابجایی خاصیت که می دهد، تشکیل

۲۸



ضرب و جمع ۱ .۱

Re(z)

Im(z)

z = 2 + 3i

iz = −3 + 2i ×i

صورت به که می رسد، iz = −3 + 2i به و می شود چرخانده ساعت عقربه های خلاف جهت در درجه ۹۰ اندازه به z = 2 + 3i نقطه مختلط. صفحه در i در ضرب :۲ .۱ شکل
می شود. محاسبه i(x + iy) = −y + ix

Re(z)

Im(z)
z1 = 1 + i

θ1 = 45◦

z2 = 1 − i

θ2 = −45◦
z1z2 = 2

|z1| =
√

2

|z2| =
√

2

|z1z2| = 2

θ1 + θ2 = آرگومان و |z1||z2| =
√

2 ·
√

2 = 2 اندازه دارای z1z2 = 2 حاصل ضرب .z2 = 1 − i و z1 = 1 + i مختلط عدد دو ضرب نمایش :۳ .۱ شکل
می دهد. نشان را ضرب جابجایی خاصیت که است، 45◦ − 45◦ = 0◦
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ضرب و جمع ۱ .۱

تمرین ها ۹ .۱ .۱

شده اند: ارائه درک تقویت برای زیر تمرین های

پاسخ: .z2 = 4 − i و z1 = 2 + 3i ضرب و جمع محاسبه .۱

(2 + 4) + (3 − 1)i = 6 + 2i جمع: •

(2 · 4 − 3 · (−1), 2 · (−1) + 3 · 4) = (8 + 3, −2 + 12) = 11 + 10i ضرب: •

(1 + i)2 = 1 + 2i + i2 = 1 + 2i − 1 = 2i پاسخ: .(1 + i)2 = 2i که کنید تأیید .۲

(3 − 2i)(1 + 4i) = پاسخ: بیابید. را (3 − 2i)(1 + 4i) موهومی و حقیقی بخش های .۳

موهومی: بخش ،۱۱ حقیقی: بخش .3 + 12i − 2i − 8i2 = 3 + 10i + 8 = 11 + 10i

.۱۰

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۱ .۱

پیشرفته: یادگیرندگان کشیدن چالش به برای

می دهد. تشکیل ضرب و جمع تحت را میدان یک مختلط اعداد مجموعه که کنید اثبات .۱

یعنی آن هاست، مطلق های قدر ضرب با برابر مختلط عدد دو ضرب مطلق قدر که دهید نشان .۲

.|z1z2| = |z1||z2|
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پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

تشکیل ضرب و جمع عملیات تحت را میدان یک می شوند، داده نشان C با که مختلط، اعداد

گسترش دهنده و منعکس کننده که می کنند برآورده را بنیادی جبری ویژگی های از مجموعه ای و می دهند

شده اند. داده شرح زیر در ویژگی ها این هستند. حقیقی اعداد ویژگی های

مختلط اعداد تعریف ۱ .۲ .۱

حقیقی بخش های ترتیب به x, y ∈ R آن در که می شود، بیان z = x + iy صورت به مختلط عدد

عملیات با C مجموعه می کند. برآورده را i2 = −1 که است موهومی واحد i و هستند موهومی و

شده اند. تعریف اول زیرموضوع در که است مجهز ضرب و جمع

جابجایی ۲ .۲ .۱

:z2 = x2 + iy2 ∈ C ،z1 = x1 + iy1 مختلط اعداد هر برای

.z1 + z2 = z2 + z1 جمع: •

.z1z2 = z2z1 ضرب: •

جمع: برای استنتاج

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2) = (x2 + x1) + i(y2 + y1) = z2 + z1

هستند. جابجایی پذیر جمع تحت x1, x2, y1, y2 حقیقی اعداد زیرا

۳۱



پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

شرکت پذیری ۳ .۲ .۱

:z1, z2, z3 ∈ C مختلط اعداد هر برای

.(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) جمع: •

.(z1z2)z3 = z1(z2z3) ضرب: •

می شود، اعمال جزء به جزء صورت به که حقیقی، اعداد ضرب و جمع شرکت پذیری از ویژگی ها این

می شوند. ناشی

توزیع پذیری ۴ .۲ .۱

:z1, z2, z3 ∈ C مختلط اعداد هر برای

z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3

است. جبری دستکاری های بنای سنگ که می شود، توزیع جمع بر ضرب که می کند تضمین ویژگی این

هویت ها ۵ .۲ .۱

دارند: وجود C در یکتا هویت های

.z ∈ C هر برای z + 0 = z که طوری به ،0 = 0 + i0 جمع: هویت •

.z ∈ C هر برای z · 1 = z که طوری به ،1 = 1 + i0 ضرب: هویت •

۳۲



پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

.z ∈ C هر برای z · 0 = 0 این، بر علاوه

معکوس ها ۶ .۲ .۱

دارند: وجود معکوس هایی مختلط، عدد هر برای

به دارد وجود −z = −x − iy ∈ C معکوس ،z = x + iy ∈ C هر برای جمع: معکوس •

.z + (−z) = 0 که طوری

که طوری به دارد وجود z−1 ∈ C معکوس ،z 6= 0 ،z ∈ C هر برای ضرب: معکوس •

.z · z−1 = 1

است: زیر صورت به معکوس ،z = x + iy 6= 0 برای ضرب: معکوس استنتاج

z−1 = z̄

|z|2
= x − iy

x2 + y2 = x

x2 + y2 − i
y

x2 + y2

تأیید: است. |z|2 = x2 + y2 و مختلط مزدوج z̄ = x − iy آن در که

zz−1 = (x + iy)
 x − iy

x2 + y2

 = (x + iy)(x − iy)
x2 + y2 = x2 + y2

x2 + y2 = 1

تقسیم ۷ .۲ .۱

z2 = ،z1 = x1 + iy1 برای می شود. تعریف z2 6= 0 برای z1
z2

= z1z
−1
2 صورت به تقسیم

:x2 + iy2 6= 0
z1

z2
= x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2
+ i

y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2

۳۳



پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

صفر مقسوم علیه های وجود عدم نتیجه: ۸ .۲ .۱

صفر مقسوم علیه های وجود عدم عنوان به که ویژگی، این .z2 = 0 یا z1 = 0 آنگاه ،z1z2 = 0 اگر

میدان. یک برای حیاتی ویژگی ای است، کامل حوزه یک C که می کند تضمین می شود، شناخته

گویا مثال های ۹ .۲ .۱

:z2 = 1 − i ،z1 = 2 + 3i کنید فرض

.z1 + z2 = (2 + 1) + (3 − 1)i = 3 + 2i جمع: •

.z1z2 = (2)(1)+(2)(−i)+(3i)(1)+(3i)(−i) = 2−2i+3i−3i2 = 5+i ضرب: •

.z−1
2 = 1−i

12+(−1)2 = 1−i
2 = 1

2 + i1
2 :z2 ضرب معکوس •

.z1
z2

= (2 + 3i)
(

1
2 + 1

2i
)

= 1 + i + 3
2i − 3

2 = −1
2 + 5

2i تقسیم: •

کاربردها ۱۰ .۲ .۱

حل برای جبری تکنیک های گسترش امکان و می کنند پشتیبانی را مختلط تحلیل ویژگی ها این

برق، مهندسی در مثال، عنوان به می کنند. فراهم را سیگنال پردازش و مهندسی فیزیک، در معادلات

هستند. ضروری فاز تغییرات و متناوب جریان مدارهای تحلیل برای ویژگی ها این

۳۴



پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

تاریخی زمینه ۱۱ .۲ .۱

مشارکت های با آمدند، پدید x2 + 1 = 0 مانند معادلاتی حل برای شانزدهم قرن در مختلط اعداد

را آن ها جبری ویژگی های کوشی و گاوس اویلر، نوزدهم، و هجدهم قرن های در بومبلی. و کاردانو

کرد. تثبیت ریاضیات در را آن ها جایگاه که دادند ارائه هندسی تفسیرهای و کردند رسمی

شهود ۱۲ .۲ .۱

محور و حقیقی بخش های برای افقی محور با کنید، تصور دوبعدی بوم عنوان به را مختلط صفحه

را مختصات که است، بردارها جمع مشابه مختلط اعداد جمع موهومی. بخش های برای عمودی

در که دارد، اشاره چرخش و مقیاس بندی به است، جبری اینجا در که ضرب، می کند. ترکیب

۹۰ را نقطه i در ضرب مثال، عنوان به می شود. بررسی کاملا قطبی) شکل (مانند بعدی بخش های

می چرخاند. پادساعت گرد جهت در درجه

Re(z)

Im(z)

z1 = 2 + 3i

z2 = 1 − i

z3 = −1 + 2i

نقطه. آن به مبدا از بردار یک با می شود، رسم (x, y) نقطه صورت به z = x + iy مختلط عدد هر مختلط. صفحه در مختلط اعداد نمایش :۴ .۱ شکل

۳۵



پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

Re(z)

Im(z)

z1 = 2 + 3i

z2 = 1 − i

z1 + z2 = 3 + 2i

صفحه در متوازی الأضلاع یک و می آید دست به برداری جمع طریق از جمع می شود. z1 + z2 = 3 + 2i به منجر z2 = 1 − i و z1 = 2 + 3i مختلط اعداد جمع :۵ .۱ شکل
.z1 + z2 = z2 + z1 زیرا می دهد نشان را جابجایی خاصیت این می دهد. تشکیل مختلط

Re(z)

Im(z)

z = 2 + 3i

iz = −3 + 2i

×i

خط چین پیکان .iz = i(2 + 3i) = −3 + 2i داریم ،z = 2 + 3i برای می چرخاند. ساعت عقربه های خلاف جهت در درجه ۹۰ را مختلط عدد یک i در ضرب :۶ .۱ شکل
می دهد. نشان را iz به z از چرخش

۳۶



پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

Re(z)

Im(z)
z1 = 1 + i

z2 = 1 − i

z1z2 = 2
θ1 = 45◦

θ2 = −45◦

آرگومان ها و ،|z1z2| = |z1||z2| = 2 بنابراین هستند، |z1| = |z2| =
√

2 اندازه ها .z1z2 = 2 با است برابر z2 = 1 − i و z1 = 1 + i حاصل ضرب :۷ .۱ شکل
را ضرب جابجایی خاصیت همچنین این می دهد. قرار حقیقی محور روی را حاصل ضرب که ،arg(z1z2) = θ1 + θ2 = 0◦ بنابراین هستند، θ2 = −45◦ ،θ1 = 45◦

.z1z2 = z2z1 زیرا می دهد نشان

Re(z)

Im(z)

z = 2 + 3i

−z = −2 − 3i

است. z + (−z) = 0 آن ها جمع است. مبدا به نسبت z بازتاب −z مختلط، صفحه در .−z = −2 − 3i با است برابر z = 2 + 3i جمع معکوس :۸ .۱ شکل

Re(z)

Im(z)

z = 1 + i

z−1 = 1−i
2

1

است. شده داده نشان (1, 0) نقطه با که است، z · z−1 = 1 آن ها حاصل ضرب .z−1 = 1−i
2 با است برابر z = 1 + i ضرب معکوس :۹ .۱ شکل

۳۷



پایه جبری ویژگی های ۲ .۱

Re(z)

Im(z)

z2 = 2

z3 = i
z2 + z3 = 2 + i

z1(z2 + z3) = 1 + 3i

z1z2 = 2 + 2i

z1z3 = −1 + i

،z2 + z3 ،z3 ،z2 نقاط هستند. 1 + 3i با برابر z1z2 + z1z3 و z1(z2 + z3) دو هر ،z3 = i ،z2 = 2 ،z1 = 1 + i برای توزیع پذیری: خاصیت نمایش :۱۰ .۱ شکل
می کند. تضمین را سازگار جبری عملیات و است برقرار ضرب و جمع برای شرکت پذیری خاصیت شده اند. رسم 1 + 3i نتیجه و z1z3 ،z1z2

تمرین ها ۱۳ .۲ .۱

می کنند: تقویت را ویژگی ها درک زیر تمرین های

دیگری جمع هویت w ∈ C کنید فرض پاسخ: کنید. اثبات را C در جمع هویت یگانگی .۱

،0 + w = 0 داریم ،z = 0 دادن قرار با .z ∈ C هر برای z + w = z که طوری به است،

یکتاست. جمع هویت پس .w = 0 بنابراین

آنگاه: .z = x + iy کنید فرض پاسخ: .z ∈ C هر برای z · 0 = 0 که دهید نمایش .۲

z · 0 = (x + iy)(0 + i0) = x · 0 + x · i0 + iy · 0 + iy · i0 = 0

فرمول: از استفاده با پاسخ: بیابید. را 3 + 4i ضرب معکوس .۳

z−1 = 3
32 + 42 − i

4
9 + 16

= 3
25

− i
4
25

۳۸



پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

کنید. تأیید z3 = −1 + 2i ،z2 = 2 − i ،z1 = 1 + i برای را توزیع پذیری ویژگی .۴

z1(z2 + z3) = چپ: سمت .z2 + z3 = (2 − i) + (−1 + 2i) = 1 + i محاسبه پاسخ:

z1z3 = ،z1z2 = (1 + i)(2 − i) = 3 + i راست: سمت .(1 + i)(1 + i) = 2i

،z1z2 + z1z3 = (3 + i) + (−3 + i) = 2i بنابراین، .(1 + i)(−1 + 2i) = −3 + i

می کند. تأیید را ویژگی که

دشوارتر تمرین های ۱۴ .۲ .۱

پیشرفته: یادگیرندگان کشیدن چالش به برای

است. ضرب و جمع تحت میدان یک C که کنید اثبات .۱

هستند. −1 و 1 می کنند، برآورده را z = z−1 که مختلطی اعداد تنها که دهید نشان .۲

.(zw)−1 = z−1w−1 ،z, w 6= 0 برای که کنید اثبات .۳

پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

اعداد که می دهند تشکیل را قوی جبری ساختار یک می شوند، داده نشان C با که مختلط، اعداد

بررسی به بخش این جبری، ویژگی های و پایه عملیات های از پس می دهد. گسترش را حقیقی

بخش های برابری، بر تمرکز با می پردازد، مختلط اعداد دستکاری برای حیاتی اضافی ویژگی های

مزدوج. ویژگی های معرفی و خاص انواع موهومی، و حقیقی

۳۹



پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

مختلط اعداد تعریف ۱ .۳ .۱

بخش های ترتیب به x, y ∈ R آن در که می شود، بیان z = x + iy صورت به مختلط عدد

حقیقی بخش می کند. برآورده را i2 = −1 که است موهومی واحد i و هستند موهومی و حقیقی

در که هستند ویژگی هایی زیربنای اجزا این است. Im(z) = y موهومی بخش و Re(z) = x

می شوند. بحث اینجا

مختلط اعداد برابری ۲ .۳ .۱

و اگر هستند مساوی ،a, b, c, d ∈ R آن در که ،z2 = c + id و z1 = a + ib مختلط عدد دو

باشند: مساوی آن ها موهومی و حقیقی بخش های اگر تنها

z1 = z2 اگر تنها و اگر a = c و b = d.

موهومی، و حقیقی ضرایب دادن قرار مساوی با .a + ib = c + id آنگاه ،z1 = z2 اگر استنتاج:

معادلات حل برای ویژگی این .z1 = z2 آنگاه ،b = d و a = c اگر برعکس، .b = d و a = c

است. اساسی مختلط اعداد شامل

موهومی و حقیقی بخش های ویژگی های ۳ .۳ .۱

خود از خاصی رفتارهای جبری عملیات های تحت مختلط عدد یک موهومی و حقیقی بخش های

می دهند: نشان

۴۰



پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

جمع: •

Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2), Im(z1 + z2) = Im(z1) + Im(z2).

:(k ∈ R (برای اسکالر ضرب •

Re(kz) = k Re(z), Im(kz) = k Im(z).

ضرب: •

Re(z1z2) = Re(z1) Re(z2) − Im(z1) Im(z2),

Im(z1z2) = Re(z1) Im(z2) + Im(z1) Re(z2).

آنگاه: .z2 = c + id ،z1 = a + ib کنید فرض ضرب: برای استنتاج

z1z2 = (ac − bd) + i(ad + bc).

.Im(z1z2) = ad + bc و ،Re(z1z2) = ac − bd بنابراین،

خاص انواع برای شرایط ۴ .۳ .۱

کرد: طبقه بندی آن ها اجزای اساس بر می توان را مختلط اعداد

.z = x پس ،Im(z) = y = 0 اگر است حقیقی z = x + iy حقیقی: •

.z = iy پس ،Re(z) = x = 0 اگر است موهومی کاملا z موهومی: کاملا •

۴۱



پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

.y = 0 و x = 0 اگر z = 0 صفر: •

هستند. ضروری کاربردها و معادلات در مختلط اعداد ماهیت شناسایی برای شرایط این

مختلط مزدوج های معرفی ۵ .۳ .۱

زیرا می شود معرفی اینجا در می شود، داده نشان z̄ = x − iy با که ،z = x + iy مختلط مزدوج

از: عبارتند کلیدی هویت های می شود. ظاهر بعدی ویژگی های در اغلب

z + z̄ = 2 Re(z) = 2x, z − z̄ = 2i Im(z) = 2iy, zz̄ = x2 + y2.

اعداد جبری ساختار مورد در بینشی می شوند، بررسی کامل طور به بعداً که حالی در ویژگی ها، این

می دهند. ارائه مختلط

گویا مثال های ۶ .۳ .۱

و Re(z1) = 2 = Re(z2) که آنجا از ،z2 = 2 + 3i ،z1 = 2 + 3i برای برابری: .۱

.z1 = z2 داریم ،Im(z1) = 3 = Im(z2)

،z1+z2 = 4+i آنگاه .z2 = 3−i ،z1 = 1+2i کنید فرض موهومی: و حقیقی بخش های .۲

.Im(z1 + z2) = 1 = 2 − 1 ،Re(z1 + z2) = 4 = 1 + 3 بنابراین

Re(z1z2) = 3 = بنابراین، .z1z2 = 3 + i ،z2 = 2 − i ،z1 = 1 + i برای ضرب: .۳

.Im(z1z2) = 1 = (1)(−1) + (1)(2) ،(1)(2) − (1)(−1)

Re(w) =) است موهومی کاملا w = 4i Im(z))؛ = 0) است حقیقی z = 5 خاص: انواع .۴

۴۲



پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

.(0

کاربردها ۷ .۳ .۱

می کنند، مدل را مدار رفتار مختلط اعداد آن در که برق، مهندسی مانند زمینه هایی در ویژگی ها این

بخش های دستکاری توانایی هستند. حیاتی می کنند، توصیف را موج توابع آن در که فیزیک، در و

می کند. تضمین کاربردهایی چنین در را دقیقی محاسبات موهومی، و حقیقی

تاریخی زمینه ۸ .۳ .۱

معادلات حل در را آن ها نقش بومبلی و کاردانو و شدند، مواجه تردید با شانزدهم قرن در مختلط اعداد

بحث شده ویژگی های جمله از آن ها، ویژگی های گاوس و اویلر هجدهم، قرن تا کردند. بررسی مکعبی

ویژگی های کردند. تثبیت ریاضیات بنای سنگ عنوان به را مختلط اعداد و کردند رسمی را اینجا، در

ساخت. ممکن را آن ها گسترده پذیرش که می کنند منعکس را بنیادی کار بخش، این در جبری

شهود ۹ .۳ .۱

حقیقی بخش های برای افقی محور با کنید، تصور مختصات سیستم یک عنوان به را مختلط صفحه

است. (x, y) در نقطه ای z = x + iy مختلط عدد موهومی. بخش های برای عمودی محور و

مختصات موهومی و حقیقی بخش های که حالی در است، بردارها جمع مشابه مختلط اعداد جمع

که می کند، منعکس حقیقی محور سراسر در را z تصویر z̄ = x − iy مزدوج می کنند. تعریف را

می دهد. نشان را دارد) قرار حقیقی محور (روی است حقیقی که z + z̄ مانند ویژگی هایی

۴۳



پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

Re(z)

Im(z)

z = 2 + 3i

z̄ = 2 − 3i

w = 4

u = 3i

ū = −3i

0

حقیقی عدد هستند. متقارن حقیقی محور به نسبت z̄ = 2 − 3i آن مزدوج و z = 2 + 3i عمومی مختلط عدد مختلط. صفحه در آن ها مزدوج و مختلط اعداد :۱۱ .۱ شکل
است. صفر نشان دهنده مبدا دارد. موهومی محور روی را ū = −3i مزدوج u = 3i موهومی کاملا عدد که حالی در دارد، قرار حقیقی محور روی و است خودش مزدوج w = 4

شوند. منطبق نقاط عنوان به و باشند برابر آن ها موهومی و حقیقی اجزای که برابرند صورتی در تنها مختلط عدد دو

Re(z)

Im(z)

z1 = 2 + i

z2 = 1 + 3i

z1 + z2 = 3 + 4i

۲

۱

۱

۳

۳

۴

می شوند: جمع حقیقی اجزای .z1 + z2 = 3 + 4i با است برابر جمع ،z2 = 1 + 3i و z1 = 2 + i برای آن ها. موهومی و حقیقی اجزای و مختلط اعداد جمع :۱۲ .۱ شکل
خط چین خطوط .Im(z1) + Im(z2) = 1 + 3 = 4 = Im(z1 + z2) می شوند: جمع موهومی اجزای و ،Re(z1) + Re(z2) = 2 + 1 = 3 = Re(z1 + z2)

می دهند. نشان محورها روی را تصویرها

۴۴



پیشرفته جبری ویژگی های ۳ .۱

Re(z)

Im(z)

z = 1 + iiz = −1 + i

w = 2

iw = 2i

i(1+i) = −1+i مثال، عنوان به می شود. ساعت عقربه های خلاف جهت در درجه ۹۰ چرخش به منجر i در مختلط عدد یک ضرب مختلط. صفحه در i در ضرب :۱۳ .۱ شکل
می دهند. نشان ضرب از بعد و قبل را موقعیت ها بردارها .i · 2 = 2i و

تمرین ها ۱۰ .۳ .۱

می کنند: تقویت را بحث شده ویژگی های زیر تمرین های

که آنجا از پاسخ: هستند. مساوی z2 = 3 − 2i و z1 = 3 + 2i آیا که کنید تعیین .۱

.z1 6= z2 ،Im(z1) = 2 6= −2 = Im(z2)

z = پاسخ: کنید. محاسبه را z = (2 + i)(1 − i) موهومی و حقیقی بخش های .۲

.Im(z) = −1 ،Re(z) = 3 بنابراین، .2 − 2i + i − i2 = 3 − i

.z = x+ iy کنید فرض پاسخ: است. حقیقی z مختلط عدد هر برای z + z̄ که دهید نشان .۳

است. حقیقی که ،z + z̄ = (x + iy) + (x − iy) = 2x آنگاه

که آنجا از پاسخ: است. صفر یا موهومی کاملا حقیقی، z = 2i آیا که کنید تعیین .۴

است. موهومی کاملا z ،Re(z) = 0

۴۵



مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

دشوارتر تمرین های ۱۱ .۳ .۱

.Re(z1z2) = Re(z1) Re(z2) − Im(z1) Im(z2) که کنید اثبات .۱

است. موهومی کاملا یا حقیقی z آنگاه باشد، حقیقی z2 اگر که دهید نشان .۲

.Re(z) = Im(z) که بیابید را z مختلط اعداد تمام .۳

مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

مختلط صفحه تعریف ۱ .۴ .۱

بخش افقی محور آن در که است دوبعدی مختصات سیستم یک آرگاند، صفحه یا مختلط، صفحه

z = مختلط عدد یک می دهد. نشان را مختلط عدد یک موهومی بخش عمودی محور و حقیقی

هندسی، نمایش این است. (x, y) نقطه با متناظر ،i2 = −1 و x, y ∈ R آن در که ،x + iy

می کند. تسهیل بردارها یا نقاط عنوان به را مختلط اعداد تجسم

مختلط صفحه در بردارها ۲ .۴ .۱

این شود. مرتبط (x, y) نقطه به (0, 0) مبدأ از بردار یک با می تواند z = x + iy مختلط عدد هر

است. صفحه در بردارها جمع با متناظر جمع، مانند عملیات هایی و است (x, y) اجزای دارای بردار

(x1 + x2, y1 + y2) به برداری به منجر z2 = x2 + iy2 و z1 = x1 + iy1 جمع مثال، عنوان به

می شود.

۴۶



مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

مختلط عدد یک مطلق قدر ۳ .۴ .۱

تا مبدأ از اقلیدسی فاصله می شود، داده نشان |z| با که ،z = x + iy مختلط عدد یک مطلق قدر

می شود: تعریف زیر صورت به و است (x, y) نقطه

|z| =
√
x2 + y2.

حقیقی. اعداد مطلق قدر مشابه می دهد، نشان را z مطلق قدر یا اندازه غیرمنفی، حقیقی عدد این

مطلق قدر اصلی ویژگی های ۴ .۴ .۱

ضروری هندسی و جبری دستکاری های برای که می کند برآورده را کلیدی ویژگی چندین مطلق قدر

هستند:

.z = 0 اگر تنها و اگر |z| = 0 و ،|z| ≥ 0 بودن: غیرمنفی .۱

،z1, z2 مختلط اعداد هر برای ضرب: ویژگی .۲

|z1z2| = |z1||z2|.

،z2 6= 0 ،z1, z2 ∈ C برای تقسیم: ویژگی .۳
∣∣∣∣∣∣
z1

z2

∣∣∣∣∣∣ = |z1|
|z2|

.
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مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

،z1, z2 ∈ C هر برای مثلث: نامساوی .۴

|z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|.

،z1, z2 ∈ C هر برای معکوس: مثلث نامساوی .۵

||z1| − |z2|| ≤ |z1 − z2|.

اصلی ویژگی های استنتاج ۵ .۴ .۱

آنگاه: .z2 = x2 + iy2 ،z1 = x1 + iy1 کنید فرض ضرب: ویژگی

z1z2 = (x1x2 − x1.y2) + i(x1y2 + y1x2).

صورت: به مطلق قدر

|z1z2| =
√
(x1x2 − y1y2)2 + (x1y2 + y1x2)2.

بسط: با

(x1x2−y1y2)2+(x1y2+y1x2)2 = x2
1x

2
2−2x1x2y1y2+y2

1y2
2+x2

1y
2
2+2x1y2y1x2+y2

1x2
2.

می شود: ساده زیر صورت به این

(x2
1 + y2

1)(x2
2 + y2

2).
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مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

بنابراین:

|z1z2| =
√
x2

1 + y2
1 ·

√
x2

2 + y2
2 = |z1||z2|.

مثلث ضلع یک طول که است این منعکس کننده مثلث نامساوی هندسی، نظر از مثلث: نامساوی

:z2 = x2 + iy2 ،z1 = x1 + iy1 برای جبری، نظر از است. دیگر ضلع دو مجموع با برابر حداکثر

|z1 + z2|2 = (x1 + x2)2 + (y1 + y2)2 = x2
1 + x2

2 + 2x1x2 + y2
1 + y2

2 + 2y1y2.

با: مقایسه در

(|z1| + |z2|)2 = x2
1 + y2

1 + x2
2 + y2

2 + 2
√
(x2

1 + y2
1)(x2

2 + y2
2).

می شود نتیجه ،2x1x2 +2y1y2 ≤ 2
√
x2

1x
2
2 +2

√
y2

1y2
2 ≤ 2

√
(x2

1 + y2
1)(x2

2 + y2
2) که آنجا از

که:

|z1 + z2|2 ≤ (|z1| + |z2|)2,

.|z1 + z2| ≤ |z1| + |z2| بنابراین

گویا مثال های ۶ .۴ .۱

،z = 3 + 4i برای مطلق: قدر مقدار .۱

|z| =
√

32 + 42 =
√

9 + 16 = 5.

۴۹



مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

محاسبه: .z2 = 2 − i ،z1 = 1 + i کنید فرض ضرب: ویژگی .۲

z1z2 = (1 + i)(2 − i) = 2 − i + 2i − i2 = 3 + i.

بنابراین ،|z2| =
√

5 ،|z1| =
√

2 جداگانه، طور به .|z1z2| =
√

9 + 1 =
√

10 سپس،

می کند. تأیید را ویژگی که ،|z1||z2| =
√

10

،z2 = −1 + i ،z1 = 1 + i برای مثلث: نامساوی .۳

|z1 + z2| = |0 + 2i| = 2, |z1| + |z2| =
√

2 +
√

2 ≈ 2.828.

است. برقرار نامساوی ،2 < 2.828 که آنجا از

کاربردها و نتایج ۷ .۴ .۱

.|z1 + · · · + zn| ≤ |z1| + · · · + |zn| می یابد: گسترش مختلط عدد چندین به مثلث نامساوی

سیگنال ها، بزرگی تحلیل برای سیگنال پردازش در امواج، دامنه نمایش برای فیزیک در مطلق قدر

می شود. استفاده مختلط سری های و دنباله ها در همگرایی تعریف برای ریاضیات در و

تاریخی زمینه ۸ .۴ .۱

آرگاند ژان‑روبر ،(۱۷۹۹) وسسل کاسپار توسط بردارها عنوان به مختلط اعداد هندسی تفسیر

را مختلط صفحه آن ها کار یافت. توسعه نوزدهم قرن اوایل در گاوس فریدریش کارل و (۱۸۰۶)

کرد. متحول را مختلط اعداد کاربردهای که فاصله، معیار عنوان به مطلق قدر با کرد، تثبیت

۵۰



مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

شهود ۹ .۴ .۱

محور و حقیقی بخش های برای افقی محور با کنید، تصور کارتزین شبکه عنوان به را مختلط صفحه

است. (x, y) به مبدأ از برداری z = x + iy مختلط عدد یک موهومی. بخش های برای عمودی

،z = 3 + 4i برای می شود. محاسبه فیثاغورث قضیه با که است، بردار این طول |z| مطلق قدر

نامساوی و است، موازی الأضلاع جمع با متناظر بردارها جمع .۵ طول با می رسد، (3, 4) به بردار

است. منفرد مسیرهای طول های مجموع با برابر حداکثر مستقیم مسیر طول که می کند تضمین مثلث

Re(z)

Im(z)

z = 3 + 4i

۳

۴
|z| = 5

و ۳ اضلاع با قائم الزاویه مثلث با که است، بردار طول |z| =
√

32 + 42 = 5 مطلق مقدار مختلط. صفحه در بردار صورت به z = 3 + 4i مختلط عدد نمایش :۱۴ .۱ شکل
است. شده داده نشان ۴

۵۱



مطلق ها قدر و بردارها ۴ .۱

Re(z)

Im(z)

z1 = 2 + i

z2 = 1 + 3i

z1 + z2 = 3 + 4i

z1 بردارهای توسط تشکیل شده متوازی الأضلاع خط چین خطوط می شود. z1 + z2 = 3 + 4i به منجر ،z2 = 1 + 3i و z1 = 2 + i مختلط اعداد برداری جمع :۱۵ .۱ شکل
می کنند. کامل را z2 و

Re(z)

Im(z)

z1 = 1 + iz2 = −1 + i

z1 + z2 = 2i

|z1| =
√

2|z2| =
√

2

|z1 + z2| = 2

بردارهای نزدیک مطلق مقادیر .|z1 + z2| = 2 < |z1| + |z2| = 2
√

2 ≈ 2.828 داریم ،z2 = −1 + i و z1 = 1 + i برای مثلثی: نابرابری نمایش :۱۶ .۱ شکل
شده اند. برچسب گذاری مربوطه

Re(z)

Im(z)
z1 = 1 + i

z2 = 2 − i

z1z2 = 3 + i
|z1| =

√
2

|z2| =
√

5

|z1z2| =
√

10

.|z1z2| =
√

10 = |z1||z2| =
√

2 ·
√

5 =
√

10 داریم ،z2 = 2 − i و z1 = 1 + i برای مطلق: مقدار در ضرب خاصیت نمایش :۱۷ .۱ شکل

۵۲



مختلط مزدوج های ۵ .۱

تمرین ها ۱۰ .۴ .۱

|z| =
√
(−2)2 + 52 =

√
4 + 25 = پاسخ: کنید. محاسبه را z = −2 + 5i مطلق قدر .۱

.
√

29

،z1 + z2 = 3 + 2i پاسخ: کنید. تأیید z2 = 3 ،z1 = 2i برای را مثلث نامساوی .۲

و ،|z2| = 3 ،|z1| = 2 که آنجا از .|z1 + z2| =
√

9 + 4 =
√

13 ≈ 3.606 پس

است. برقرار نامساوی ،2 + 3 = 5 > 3.606

zz̄ = بنابراین، .z̄ = x − iy ،z = x + iy برای پاسخ: .|z|2 = zz̄ که دهید نشان .۳

.x2 + y2 = |z|2

دشوارتر تمرین های ۱۱ .۴ .۱

.|z1 − z2| ≥ ||z1| − |z2|| کنید اثبات .۱

می دهد. تشکیل بسته دیسک یک {z ∈ C : |z| ≤ 1} که دهید نشان .۲

.|z − 1| = |z + 1| که بیابید را z تمام .۳

مختلط مزدوج های ۵ .۱

مانند کلیدی عملیات های که هستند مختلط اعداد جبر در بنیادی مفهوم یک مختلط مزدوج های

مثال های ویژگی ها، تعریف، تفصیل به بخش این می سازند. ممکن را تقسیم و مطلق قدر محاسبه

می دهد. ارائه را، آن ها کاربردهای و گویا

۵۳



مختلط مزدوج های ۵ .۱

تعریف ۱ .۵ .۱

داده نشان z̄ با ،i2 = −1 و x, y ∈ R آن در که ،z = x + iy مختلط عدد یک مختلط مزدوج

می شود: تعریف زیر صورت به و می شود

z̄ = x − iy.

است. مختلط صفحه در حقیقی محور سراسر در z انعکاس z̄ هندسی، نظر از

اصلی ویژگی های ۲ .۵ .۱

کنترل ،w = a + ib ∈ C ،z = x + iy آن در که را، مختلط مزدوج های رفتار زیر ویژگی های

می کنند:

.z̄ = z مضاعف: مزدوج .۱

.z + z̄ = 2x = 2 Re(z) مزدوج: با جمع .۲

.z − z̄ = 2iy = 2i Im(z) مزدوج: با تفاضل .۳

.zz̄ = x2 + y2 = |z|2 مزدوج: با ضرب .۴

.z + w = z̄ + w̄ مختلط: اعداد جمع .۵

.zw = z̄w̄ مختلط: اعداد ضرب .۶

.
(

z
w

)
= z̄

w̄ ،w 6= 0 برای تقسیم: .۷

.|z| = |z̄| مطلق: قدر برابری .۸
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مختلط مزدوج های ۵ .۱

استنتاج ها:

.z̄ = x − iy = x − (−y)i = x + iy = z :۱ ویژگی •

.zz̄ = (x + iy)(x − iy) = x2 − ixy + ixy − i2y2 = x2 + y2 = |z|2 :۴ ویژگی •

z + w = (x + a) + i(y + b) = (x + a) − i(y + b) = (x − iy) + (a − :۵ ویژگی •

.ib) = z̄ + w̄

zw = (x + iy)(a + ib) = (xa − yb) + i(xb + ya) = (xa − yb) − :۶ ویژگی •

.z̄w̄ = (x − iy)(a − ib) = (xa − yb) + i(−xb − ya) با مقایسه در .i(xb + ya)

w−1 = ،w−1 = w̄
|w|2 که آنجا از . z

w = zw−1 = z̄w−1 ، z
w = zw−1 برای :۷ ویژگی •

. z̄
w̄ = z̄ww̄

|w|2 = z̄w
|w|2 جایگزین، طور به .z̄w−1 = z̄w

|w|2 پس ، w
|w|2

.|z̄| =
√
x2 + (−y)2 =

√
x2 + y2 = |z| ،|z| =

√
x2 + y2 :۸ ویژگی •

گویا مثال های ۳ .۵ .۱

:z = 3 + 4i برای .۱

.z̄ = 3 − 4i •

.z + z̄ = 6 = 2 · 3 = 2 Re(z) •

.z − z̄ = 8i = 2i · 4 = 2i Im(z) •

.zz̄ = (3 + 4i)(3 − 4i) = 9 + 16 = 25 = |z|2 •

:w = 2 − i ،z = 1 + i برای .۲

۵۵



مختلط مزدوج های ۵ .۱

.zw = (1 + i)(2 − i) = 2 − i + 2i − i2 = 3 + i •

.zw = 3 − i •

.z̄w̄ = (1 − i)(2 + i) = 2 + i − 2i − i2 = 3 − i پس ،w̄ = 2 + i ،z̄ = 1 − i •

:1+i
2−i محاسبه تقسیم: .۳

1 + i

2 − i
· 2 + i

2 + i
= (1 + i)(2 + i)

4 + 1
= 2 + i + 2i + i2

5
= 1 + 3i

5
= 1

5
+ 3

5
i.

. z̄
w̄ = 1−i

2+i · 2−i
2−i = (1−i)(2−i)

4+1 = 2−i−2i+i2

5 = 1−3i
5 = 1

5 − 3
5i و ،

(
1+i
2−i

)
= 1

5 − 3
5i تأیید:

کاربردها و نتایج ۴ .۵ .۱

می کنند: تسهیل را کلیدی عملیات چندین مختلط مزدوج های

می شود. محاسبه |z| =
√

zz̄ صورت به مطلق قدر مطلق: قدر محاسبه •

ساده سازی. برای مخرج مزدوج در مخرج و صورت ضرب تقسیم: •

حقیقی. نتایج تضمین برای مهندسی و فیزیک در حقیقی: مقدار با عبارات •

جفت های صورت به ریشه ها حقیقی، ضرایب با چندجمله ای ها برای چندجمله ای: ریشه های •

می آیند. مزدوج
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مختلط مزدوج های ۵ .۱

تاریخی زمینه ۵ .۵ .۱

گاوس و اویلر توسط و آمد پدید شانزدهم قرن در مختلط اعداد با همراه مختلط مزدوج های مفهوم

مختلط، اعداد هندسی و جبری ویژگی های بر آن ها کار شد. رسمی نوزدهم و هجدهم قرن های در

کرد. تثبیت فیزیکی سیستم های مدل سازی و معادلات حل در را آن ها سودمندی

شهود ۶ .۵ .۱

عمودی. موهومی محور و افقی حقیقی محور با کنید، تصور دوبعدی بوم عنوان به را مختلط صفحه

انعکاس این دارد. قرار (x, −y) در z̄ = x − iy مزدوج ،(x, y) در z = x + iy برای

و است، حقیقی محور روی z + z̄ = 2x جمع دارند. یکسانی مطلق قدر z̄ و z که می دهد نشان

است. حقیقی مقدار یک zz̄ = x2 + y2

۵۷



مختلط مزدوج های ۵ .۱

Re(z)

Im(z)

z = 3 + 4i

z̄ = 3 − 4i

|z| = |z̄| = 5

که دارند، قرار مبدا مرکز و ۵ شعاع با دایره ای روی دو هر هستند. یکدیگر بازتاب حقیقی محور به نسبت z̄ = 3 − 4i آن مزدوج و z = 3 + 4i مختلط عدد :۱۸ .۱ شکل
است. |z|2 با برابر حقیقی عدد یک که ،zz̄ = 25 حاصل ضرب و ،z̄ = z دوگانه مزدوج این، بر علاوه .|z| = |z̄| = 5 می دهد نشان

۵۸



مختلط مزدوج های ۵ .۱

Re(z)

Im(z)

z = 1 + 2i

w = 3 + i

z + w = 4 + 3i

z̄ = 1 − 2i

w̄ = 3 − i

z̄ + w̄ = 4 − 3i = z + w

مزدوج ها جمع مشابه، طور به است. z + w = 4 − 3i آن مزدوج و z + w = 4 + 3i آن ها جمع ،w = 3 + i و z = 1 + 2i مختلط اعداد برای :۱۹ .۱ شکل
می دهد. نشان را z + w = z̄ + w̄ خاصیت که است، z + w با برابر z̄ + w̄ = (1 − 2i) + (3 − i) = 4 − 3i

Re(z)

Im(z)

zw = −1 + i

zw = −1 − i

z̄w̄ = (1 − i)(−i) = مزدوج ها حاصل ضرب است. zw = −1 − i آن مزدوج و zw = (1 + i)(i) = −1 + i حاصل ضرب ،w = i و z = 1 + i برای :۲۰ .۱ شکل
.w 6= 0 وقتی

(
z
w

)
= z̄

w̄ تقسیم، برای مشابه، طور به .zw = z̄w̄ که می دهد نشان ،−1 − i

۵۹



نمایی شکل ۶ .۱

تمرین ها ۷ .۵ .۱

.z̄ = 5 + 2i پاسخ: بیابید. را z = 5 − 2i مزدوج .۱

.zz̄ = (3+i)(3−i) = 9−i2 = 9+1 = 10 پاسخ: کنید. محاسبه z = 3+i برای را zz̄ .۲

آنگاه ،z = iy اگر پاسخ: .z = −z̄ اگر تنها و اگر است موهومی کاملا z که دهید نشان .۳

که ،2 Re(z) = 0 پس ،z + z̄ = 0 آنگاه ،z = −z̄ اگر برعکس، .z̄ = −iy = −z

.z = iy دارد دلالت

.1
z = z̄

zz̄ = 2−3i
4+9 = 2−3i

13 = 2
13 − 3

13i پاسخ: کنید. محاسبه z = 2 + 3i برای را 1
z .۴

پس ،z + w = 3 پاسخ: .w = 2 − i ،z = 1 + i برای z + w = z̄ + w̄ کنید تأیید .۵

.z̄ + w̄ = 3 پس ،w̄ = 2 + i ،z̄ = 1 − i همچنین، .z + w = 3

دشوارتر تمرین های ۸ .۵ .۱

.n صحیح عدد هر برای zn = (z̄)n که کنید اثبات .۱

.f (z̄) = f (z) آنگاه باشد، حقیقی ضرایب با چندجمله ای یک f (z) اگر که دهید نشان .۲

.z2 = z̄ که بیابید را z مختلط اعداد تمام .۳

.|z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2) که کنید اثبات .۴

نمایی شکل ۶ .۱
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نمایی شکل ۶ .۱

تعریف ۱ .۶ .۱

به نمایی شکل به ،i2 = −1 و x, y ∈ R آن در که ،z = x + iy غیرصفر مختلط عدد یک

آن: در که می شود، بیان z = reiθ صورت

است. مختلط) صفحه در مبدأ از (فاصله مطلق قدر r = |z| =
√

x2 + y2 •

است: مرتبط اویلر فرمول با که است، مثبت) حقیقی محور از (زاویه آرگومان θ = arg z •

.eiθ = cos θ + i sin θ

آرگومان یافتن ۲ .۶ .۱

کرد: محاسبه را آرگومان و مطلق قدر باید نمایی، شکل به مختلط عدد یک تبدیل برای

.r =
√

x2 + y2 مطلق: قدر •

:z ربع اساس بر تنظیم شده می شود، تعیین آرکتانژانت تابع از استفاده با θ آرگومان آرگومان: •

.θ = tan−1
(

y
x

)
،x > 0 اگر –

.θ = tan−1
(

y
x

)
+ π ،y ≥ 0 و x < 0 اگر –

.θ = tan−1
(

y
x

)
− π ،y < 0 و x < 0 اگر –

.θ = π
2 ،y > 0 و x = 0 اگر –

.θ = −π
2 ،y < 0 و x = 0 اگر –

.−π < θ ≤ π که می شود انتخاب طوری اصلی آرگومان
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نمایی شکل ۶ .۱

اصلی ویژگی های ۳ .۶ .۱

می دهد: نشان را زیر کلیدی ویژگی های نمایی شکل

با: است برابر eiθ مطلق قدر نمایی: ترم مطلق قدر .۱

|eiθ| = | cos θ + i sin θ| =
√
cos2 θ + sin2 θ = 1.

.|z| = r · 1 = r بنابراین،

است: دوره ای 2π دوره با نمایی تابع بودن: دوره ای .۲

ei(θ+2πk) = cos(θ + 2πk) + i sin(θ + 2πk) = cos θ + i sin θ = eiθ,

.k صحیح عدد هر برای

گویا مثال های ۴ .۶ .۱

می دهند: نشان را نمایی شکل به مختلط اعداد تبدیل زیر مثال های

:z = 1 + i برای .۱

.r =
√

12 + 12 =
√

2 مطلق: قدر •

.θ = tan−1
(

1
1

)
= π

4 آرگومان: •

.z =
√

2eiπ/4 بنابراین، •

:z = −1 − i برای .۲
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نمایی شکل ۶ .۱

.r =
√
(−1)2 + (−1)2 =

√
2 مطلق: قدر •

.θ = tan−1
(

−1
−1

)
− π = π

4 − π = −3π
4 آرگومان: •

.z =
√

2e−i3π/4 بنابراین، •

:z = −2 برای .۳

.r =
√
(−2)2 + 02 = 2 مطلق: قدر •

.θ = π آرگومان: •

.z = 2eiπ بنابراین، •

:z = i برای .۴

.r =
√

02 + 12 = 1 مطلق: قدر •

.θ = π
2 آرگومان: •

.z = eiπ/2 بنابراین، •

کاربردها ۵ .۶ .۱

عدد دو ضرب مثال، عنوان به می کند، ساده را توان و تقسیم ضرب، مانند عملیات هایی نمایی شکل

صورت: به z2 = r2e
iθ2 و z1 = r1e

iθ1 مختلط

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2).
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نمایی شکل ۶ .۱

مدل سازی برای فیزیک در و متناوب جریان مدارهای تحلیل برای برق مهندسی در شکل این

دارد. کاربرد می دهند، نمایش را دامنه و فاز که موجی، پدیده های

تاریخی زمینه ۶ .۶ .۱

فرمول شد. کشف هجدهم قرن در اویلر لئونارد توسط که دارد اویلر فرمول در ریشه نمایی شکل

را مختلط تحلیل و می کند متصل هم به را مثلثاتی و نمایی توابع ،eiθ = cos θ + i sin θ اویلر،

کرد. تقویت را توسعه این دمواور مانند ریاضیدانانی مشارکت کرد. متحول

شهود ۷ .۶ .۱

موهومی محور و افقی حقیقی محور با کنید، تصور دوبعدی بوم یک عنوان به را مختلط صفحه

است. حقیقی محور از θ زاویه و مبدأ از r فاصله در نقطه ای z = reiθ مختلط عدد عمودی.

نمایش این می دهد. مقیاس را آن r در ضرب و می کند، دنبال را واحد دایره روی نقطه ای eiθ ترم

می دهد. نشان را نمایی تابع بودن دوره ای

Re(z)

Im(z)
z = 1 + i

۱

۱
θ = π

4

r =
√

2
z =

√
2eiπ/4

می دهد. نشان را z = reiθ نمایی شکل که ،θ = π
4 آرگومان و r =

√
2 مطلق مقدار با مختلط، صفحه در z = 1 + i مختلط عدد :۲۱ .۱ شکل
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نمایی شکل ۶ .۱

Re(z)

Im(z)
1 + i−1 + i

−1 − i 1 − i

i

−i

π
4

3π
4

− 3π
4

− π
4

π
2

− π
2

برای مثال، عنوان به می شود. تعیین مختلط صفحه در نقطه موقعیت اساس بر آرگومان آن ها. θ آرگومان های با محورها، روی و مختلف ربع های در مختلط اعداد :۲۲ .۱ شکل
غیره. و ،θ = π/2 ،z = i برای θ؛ = 3π/4 ،z = −1 + i برای θ؛ = π/4 ،z = 1 + i

تمرین ها ۸ .۶ .۱

پاسخ: کنید. بیان نمایی شکل به را z = 3 − 4i .۱

.r =
√
32 + (−4)2 = 5 مطلق: قدر •

رادیان. θ = tan−1
(

−4
3

)
≈ −0.927 آرگومان: •

.z = 5ei tan−1(−4/3) بنابراین، •

پاسخ: بیابید. را z = 2i نمایی شکل .۲

.r =
√

02 + 22 = 2 مطلق: قدر •

.θ = π
2 آرگومان: •

.z = 2eiπ/2 بنابراین، •

پاسخ: بیابید. را z = 3eiπ/6 موهومی و حقیقی بخش های .۳

.z = 3
(
cos π

6 + i sin π
6

)
= 3

(√
3

2 + i1
2

)
= 3

√
3

2 + i3
2 •

.3
2 موهومی: بخش ،3

√
3

2 حقیقی: بخش •
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نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

پاسخ: .|eiπ/3| = 1 که کنید تأیید .۴

.eiπ/3 = cos π
3 + i sin π

3 = 1
2 + i

√
3

2 •

.
√√√√(1

2

)2 +
(√

3
2

)2
=

√
1
4 + 3

4 = 1 مطلق: قدر •

دشوارتر تمرین های ۹ .۶ .۱

.n صحیح عدد هر برای (eiθ)n = einθ که دهید نشان .۱

می دهد. تشکیل گروه یک ضرب تحت {eiθ | θ ∈ R} مجموعه که کنید اثبات .۲

.z4 = eiπ که بیابید را z مختلط اعداد تمام .۳

نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

نمادگذاری و تعریف ۱ .۷ .۱

به نمایی شکل به می تواند ،i2 = −1 و x, y ∈ R آن در که ،z = x + iy مختلط عدد یک

صورت:

z = reiθ

فرمول با که است، آرگومان θ = arg z و مطلق قدر r = |z| =
√

x2 + y2 آن در که شود، بیان

است: مرتبط اویلر

eiθ = cos θ + i sin θ.
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نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

نمایی شکل در ضرب ۲ .۷ .۱

صورت: به آن ها ضرب ،z2 = r2e
iθ2 و z1 = r1e

iθ1 مختلط اعداد برای (ضرب): ۱ .۷ .۱ قضیه

z1z2 = (r1r2)ei(θ1+θ2)

z2 = r2(cos θ2 + ،z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1) قطبی، شکل از استفاده با استنتاج: است.

صورت: به ضرب ،i sin θ2)

z1z2 = r1r2[(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2)]

مثلثاتی: هویت های از استفاده با است.

cos(θ1 + θ2) = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2,

sin(θ1 + θ2) = sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2,

می کنیم: دریافت

z1z2 = r1r2[cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)] = r1r2e
i(θ1+θ2).
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نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

نمایی شکل در خارج قسمت ۳ .۷ .۱

،z2 6= 0 با ،z2 = r2e
iθ2 ،z1 = r1e

iθ1 مختلط اعداد برای (خارج قسمت): ۱ .۷ .۱ قضیه

صورت: به خارج قسمت
z1

z2
=

r1

r2

 ei(θ1−θ2)

صورت: به z2 معکوس است. z1z
−1
2 خارج قسمت استنتاج: است.

z−1
2 = 1

r2eiθ2
= 1

r2
e−iθ2

بنابراین: .eiθ2e−iθ2 = ei0 = 1 زیرا است،

z1

z2
= r1e

iθ1 · 1
r2

e−iθ2 =
r1

r2

 ei(θ1−θ2).

نمایی شکل در توان ۴ .۷ .۱

صورت: به توان ،n صحیح عدد و z = reiθ مختلط عدد برای :۲ .۷ .۱ نتیجه

zn = rneinθ

ضرب: قانون از استفاده با بار). (n zn = z · z · . . . · z مثبت، n برای استنتاج: است.

zn = (reiθ)n = rneinθ.

z−m = (zm)−1 = منفی، n برای .(z 6= 0 (اگر z0 = 1 = 1 · ei·0·θ ،n = 0 برای

.(rmeimθ)−1 = 1
rme−imθ = r−mei(−m)θ

۶۸



نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

دمواور قضیه ۵ .۷ .۱

،n صحیح عدد هر برای دمواور): (قضیه ۳ .۷ .۱ نتیجه

(cos θ + i sin θ)n = cos(nθ) + i sin(nθ).

،cos θ + i sin θ = eiθ که آنجا از استنتاج:

(cos θ + i sin θ)n = (eiθ)n = einθ = cos(nθ) + i sin(nθ).

گویا مثال های ۶ .۷ .۱

.(1 + i)(
√

3 − i) محاسبه ضرب: .۱

.θ1 = π
4 ،r1 =

√
2 :z1 = 1 + i برای •

.θ2 = −π
6 ،r2 = 2 :z2 =

√
3 − i برای •

.z1z2 = (
√

2 · 2)ei(π/4−π/6) = 2
√

2eiπ/12 ضرب: •

z1z2 ≈ پس+2.732 ،sin(π/12) ≈ 0.259 ،cos(π/12) ≈ 0.966 مستطیلی: شکل •

.i0.732

.(1 − i)5 محاسبه توان: .۲

.θ = −π
4 ،r =

√
2 :z = 1 − i برای •

.z =
√

2e−iπ/4 بنابراین، •

.z5 = (
√

2)5e−i5π/4 = 4
√

2e−i5π/4 توان: •
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نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

.z5 = −4 − 4i پس ،e−i5π/4 = −
√

2
2 − i

√
2

2 که آنجا از •

.θ = π/3 ،n = 3 برای تأیید دمواور: قضیه .۳

.(cos(π/3) + i sin(π/3))3 = (1/2 + i
√

3/2)3 چپ: •

برابر 1/2 + i
√

3/2 در ضرب سپس ،(1/2 + i
√

3/2)2 = −1/2 + i
√

3/2 محاسبه: •

.−1

.cos(3 · π/3) + i sin(3 · π/3) = cos π + i sin π = −1 راست: •

کاربردها و نتایج ۷ .۷ .۱

.z−1 = 1
re−iθ ،z = reiθ برای معکوس: •

محاسبات موجی) (مکانیک فیزیک و سیگنال) (پردازش برق مهندسی در نمایی شکل : کاربردها •

می کند. ساده را

تاریخی زمینه ۸ .۷ .۱

قضیه که می گیرد، سرچشمه (۱۷۵۴ −۱۶۶۷) دمواور آبراهام کارهای از آن عملیات و نمایی شکل

هم به را مثلثاتی و نمایی توابع و داد تعمیم را این بعداً اویلر کرد. منتشر ۱۷۲۲ سال در را دمواور

بخشید. بهبود را مختلط اعداد دستکاری های که کرد، متصل
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نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

شهود ۹ .۷ .۱

صورت به z = reiθ مختلط عدد هر که کنید، تصور دایره ای عرصه یک عنوان به را مختلط صفحه

را زاویه ها و می کند مقیاس بندی را طول ضرب می شود. داده نمایش θ زاویه و r طول با برداری

می چرخاند. متناسب را زاویه و می دهد افزایش نمایی طور به را طول توان که حالی در می کند، جمع

Re

Iⅿ

z1
z2

z1z2

θ1
θ2
θ1 + θ2

نشان θ1 + θ2 = π/2 و ،θ2 = π/3 ،θ1 = π/6 زوایای .z1z2 = 3eiπ/2 آن ها حاصل ضرب و ،z2 = 1.5eiπ/3 ،z1 = 2eiπ/6 مختلط: اعداد ضرب :۲۳ .۱ شکل
شده اند. داده
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نمایی شکل در توان و ضرب ۷ .۱

Re

Iⅿ

z

z2
z3z4

z5

z6

مقدار نمایی رشد و می دهد، نشان n افزایش با را مسیر که خط چین با هستند، 6 تا n = 1 برای zn نشان دهنده نقاط .z = 1.2eiπ/6 مختلط عدد توان های :۲۴ .۱ شکل
است. شده داده نمایش مرجع برای واحد دایره می دهد. نشان را (θ = π/6 که ،nθ) آرگومان متناسب افزایش و (r = 1.2 که ،rn) مطلق

تمرین ها ۱۰ .۷ .۱

.z2 =
√

2e−iπ/4 ،z1 = 2
√

2eiπ/4 پاسخ: نمایی. شکل در (2 + 2i)(1 − i) محاسبه .۱

.4ei0 = 4 ضرب:

.z4 = 16ei4π/3 = −8 − 8i
√

3 سپس، .θ = 5π
6 ،r = 2 پاسخ: .(−

√
3 + i)4 یافتن .۲

.(cos(π/4)+ i sin(π/4))2 = i چپ: پاسخ: .θ = π/4 ،n = 2 برای دمواور قضیه تأیید .۳

.cos(π/2) + i sin(π/2) = i راست:

دشوارتر تمرین های ۱۱ .۷ .۱

نمایی. شکل از استفاده با (1 + i)10 محاسبه .۱

.
(

1+i√
2

)8
یافتن .۲
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خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

نمایی. شکل از استفاده با |z1z2| = |z1||z2| اثبات .۳

می دهد. تشکیل گروه یک ضرب تحت {z ∈ C : |z| = 1} که دهید نشان .۴

خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

عملیات هایی که است آن نمایی و قطبی نمایش های در کلیدی ویژگی ای مختلط عدد یک آرگومان

و گویا مثال های استنتاج ها، ویژگی ها، تعاریف، بخش این می کند. تسهیل را تقسیم و ضرب مانند

می دهد. شرح را آرگومان ها کاربردهای

آرگومان تعریف ۱ .۸ .۱

به قطبی شکل به می تواند ،i2 = −1 و x, y ∈ R آن در که ،z = x + iy مختلط عدد یک

صورت:

z = r(cos θ + i sin θ)

را زاویه ای که است، آرگومان θ = arg z و مطلق قدر r = |z| =
√

x2 + y2 آن در که شود، بیان

می شود، داده نشان z با که اصلی، آرگومان می دهد. نشان مختلط صفحه در مثبت حقیقی محور از

می شود: محاسبه آرکتانژانت تابع از استفاده با آرگومان است. (−π, π] بازه در یکتایی مقدار

θ = tan−1
y

x

 ,

ربع: اساس بر تنظیمات با
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خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

.θ = tan−1
(

y
x

)
،x > 0 اگر •

.θ = tan−1
(

y
x

)
+ π ،y ≥ 0 ،x < 0 اگر •

.θ = tan−1
(

y
x

)
− π ،y < 0 ،x < 0 اگر •

.θ = π
2 ،y > 0 ،x = 0 اگر •

.θ = −π
2 ،y < 0 ،x = 0 اگر •

نشان را مختلط عدد همان (k صحیح عدد هر (برای θ + 2πk زیرا است، چندمقداری آرگومان

می کند. تضمین را یکتا زاویه یک اصلی آرگومان اما می دهد،

اصلی ویژگی های ۲ .۸ .۱

صورت: به آن ها ضرب اصلی آرگومان ،z1, z2 6= 0 مختلط اعداد برای ضرب آرگومان :۱ قضیه

(z1z2) = z1 + z2 − 2πk,

.(z1z2) ∈ (−π, π] که می شود انتخاب طوری k ∈ Z آن در که است،

خارج قسمت اصلی آرگومان ،z1, z2 6= 0 مختلط اعداد برای خارج قسمت آرگومان :۲ قضیه

صورت: z1به

z2

 = z1 − z2 + 2πm,

.
(

z1
z2

)
∈ (−π, π] که می شود انتخاب طوری m ∈ Z آن در که است،

۷۴



خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

ویژگی ها استنتاج ۳ .۸ .۱

eiθ = cos θ + اویلر: فرمول از بهره گیری با مختلط، اعداد نمایی شکل از استفاده با ویژگی ها این

می شوند. استنتاج ،i sin θ

به ضرب .θ2 = z2 ،θ1 = z1 آن در که ،z2 = r2e
iθ2 ،z1 = r1e

iθ1 کنید فرض ضرب:

صورت:

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2)

دست به برای .k صحیح عدد برخی برای ،θ1 + θ2 + 2πk با است برابر z1z2 آرگومان است.

که: می شود انتخاب طوری k اصلی، آرگومان آوردن

θ1 + θ2 + 2πk ∈ (−π, π].

قطبی: شکل در جایگزین، طور به

z1z2 = r1r2 [cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)] ,

مثلثاتی: هویت های از استفاده با

cos(θ1 + θ2) = cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2,

sin(θ1 + θ2) = sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2.

می شود. تنظیم استاندارد بازه در گرفتن قرار برای اصلی آرگومان
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خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

صورت: به خارج قسمت ،z2 6= 0 برای خارج قسمت:

z1

z2
= r1e

iθ1

r2eiθ2
= r1

r2
ei(θ1−θ2).

که: می شود انتخاب طوری m آن در که ،θ1 − θ2 + 2πm با است برابر آرگومان

θ1 − θ2 + 2πm ∈ (−π, π].

قطبی: شکل در
z1

z2
= r1

r2
[cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)] ,

از: استفاده با

cos(θ1 − θ2) = cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2,

sin(θ1 − θ2) = sin θ1 cos θ2 − cos θ1 sin θ2.

گویا مثال های ۴ .۸ .۱

می دهند: نشان را ویژگی ها این کاربرد زیر مثال های

.((1 + i)(−1 + i)) محاسبه ضرب: .۱

.z1 = tan−1(1) = π
4 ،r1 =

√
2 ،z1 = 1 + i برای •

.z2 = π − tan−1(1) = 3π
4 ،r2 =

√
2 ،z2 = −1 + i برای •

.(−2) = π پس ،(1 + i)(−1 + i) = −1 + i − i + i2 = −2 ضرب: •
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خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

.k = 0 پس است، (−π, π] در که ،π
4 + 3π

4 = π آرگومان ها: مجموع •

.((ei3π/4)(ei3π/4)) محاسبه تنظیم: به نیاز با ضرب .۲

.z1 = z2 = 3π
4 پس ،z1 = z2 = ei3π/4 •

.z1z2 = ei(3π/4+3π/4) = ei3π/2 ضرب: •

.k = 1 با ،(z1z2) = −π
2 پس ،3π

2 − 2π = −π
2 می کنیم: تنظیم ،3π

2 > π که آنجا از •

.(−i) = −π
2 و ،ei3π/2 = −i تأیید: •

.
(

1+i
i

)
محاسبه خارج قسمت: .۳

.z1 = π
4 ،z1 = 1 + i •

.z2 = π
2 ،z2 = i •

.(1 − i) = −π
4 پس ،1+i

i · −i
−i = −i−i2

1 = −i + 1 = 1 − i خارج قسمت: •

.m = 0 پس است، (−π, π] در که ،π
4 − π

2 = −π
4 تفاضل: •

.
(

eiπ/4

ei3π/2

)
محاسبه تنظیم: به نیاز با خارج قسمت .۴

.z2 = 3π
2 ،z1 = π

4 •

. eiπ/4

ei3π/2 = ei(π/4−3π/2) = ei(−5π/4) خارج قسمت: •

.m = 1 با ،
(

z1
z2

)
= 3π

4 پس ،−5π
4 +2π = 3π

4 می کنیم: تنظیم ،−5π
4 < −π که آنجا از •

کاربردها و نتایج ۵ .۸ .۱

می یابد: گسترش متعدد مختلط اعداد به ویژگی ها این
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خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

.(z1z2 · · · zn) = z1 + z2 + · · · + zn − 2πk ضرب: برای •

.
(

z1z2···zm

w1w2···wn

)
= (z1 + · · · + zm) − (w1 + · · · + wn) + 2πm خارج قسمت: برای •

شامل: کاربردها

می دهند. نشان متناوب جریان مدارهای در را فاز زوایای آرگومان ها برق: مهندسی •

می کنند. توصیف موجی مکانیک در را فاز تغییرات آرگومان ها فیزیک: •

می کنند. پشتیبانی را مختلط اعداد لگاریتم های و ریشه ها محاسبه ویژگی ها این مختلط: تحلیل •

تاریخی زمینه ۶ .۸ .۱

سرچشمه هجدهم قرن در اویلر لئونارد کارهای از خارج قسمت و ضرب آرگومان های ویژگی های

مشارکت های کرد. متصل هم به را نمایی و قطبی نمایش های و داد توسعه را اویلر فرمول که می گیرد،

کاربردهای و کرد روشن توان و ضرب در را آرگومان ها دستکاری دمواور، قضیه ویژه به دمواور، آبراهام

نمود. تقویت علم و ریاضیات در را مختلط اعداد

شهود ۷ .۸ .۱

صورت به z = reiθ مختلط عدد هر که کنید، تصور دایره ای عرصه یک عنوان به را مختلط صفحه

مختلط عدد دو ضرب می شود. داده نمایش مثبت حقیقی محور از θ زاویه و r طول با برداری

π از مجموع اگر می چرخاند. دوم زاویه اندازه به را اول بردار و می کند، جمع را آن ها زاویه های

تقسیم بماند. باقی (−π, π] در تا می شود تنظیم 2π کسر با و می چرخد دایره دور بردار شود، بیشتر

چرا که می دهد توضیح هندسی دیدگاه این می چرخاند. عقب به را بردار و می کند کم را زاویه ها
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خارج قسمت و ضرب آرگومان های ۸ .۱

می شوند. تفاضل تقسیم برای و جمع ضرب برای آرگومان ها

Re

Iⅿ

z1

z2

z1z2

θ1 = 3π
4θ2 = π

Arg(z1z2) = − π
4

θ1 + θ2 = 7π
4

با است برابر اصلی آرگومان ، 7π
4 > π که آنجا از .z1z2 = ei·7π/4 و ،z2 = eiπ ،z1 = ei·3π/4 اینجا، در مختلط. عدد دو حاصل ضرب آرگومان نمایش :۲۵ .۱ شکل

. 7π
4 − 2π = − π

4

Re

Iⅿ

z1

z2

z1
z2

θ1 = π
4θ2 = 3π

2

Arg
(

z1
z2

)
= 3π

4

،− 5π
4 < −π که آنجا از . z1

z2
= ei(π/4−3π/2) = e−i·5π/4 و ،z2 = ei·3π/2 ،z1 = ei·π/4 اینجا، در مختلط. عدد دو خارج قسمت آرگومان نمایش :۲۶ .۱ شکل

آید. دست به − 5π
4 + 2π = 3π

4 تا می کنیم اضافه را 2π مقدار

تمرین ها ۸ .۸ .۱

می کنند: تقویت را بحث شده ویژگی های زیر تمرین های

طور به .(2) = 0 پس ،(1 + i)(1 − i) = 2 ضرب: پاسخ: .((1 + i)(1 − i)) محاسبه .۱

.π
4 + (−π

4) = 0 پس ،(1 − i) = −π
4 ،(1 + i) = π

4 جایگزین،
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مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

.(1 + i) = π
4 پس ، 2i

1+i · 1−i
1−i = 2i−2i2

2 = 2i+2
2 = 1 + i محاسبه: پاسخ: .

(
2i

1+i

)
یافتن .۲

.π
2 − π

4 = π
4 پس ،(1 + i) = π

4 ،(2i) = π
2 جایگزین، طور به

آرگومان: .(2 + i)(3 + i) = 5 + 5i ضرب: پاسخ: .((2 + i)(3 + i)) محاسبه .۳

مجموع: ،(3 + i) ≈ 0.3218 ،(2 + i) ≈ 0.4636 جایگزین، طور به .tan−1(1) = π
4

.0.7854 ≈ π
4

.(1 + i) = π
4 پس ،−1+i

i · −i
−i = i−i2

1 = i + 1 = 1 + i محاسبه: پاسخ: .
(

−1+i
i

)
تأیید .۴

.3π
4 − π

2 = π
4 پس ،(i) = π

2 ،(−1 + i) = 3π
4 جایگزین، طور به

دشوارتر تمرین های ۹ .۸ .۱

آن در که ،(z1z2) = z1 + z2 − 2πk ،z1, z2 6= 0 مختلط اعداد هر برای که کنید اثبات .۱

.k = 0, ±1

.(z1z2) = z1 + z2 − 2π آنگاه ،z1 + z2 > π اگر که دهید نشان .۲

بیابید. خارج قسمت مستقیم محاسبه بدون را
(

(1+i)2

(1−i)2

)
.۳

مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

عدد یک z 6= 0 آن در که هستند، wn = z فرم از معادلاتی راه حل های مختلط اعداد ریشه های

و گویا مثال های ویژگی ها، استنتاج، تعریف، بخش، این است. مثبت صحیح عدد یک n و مختلط

می دهد. شرح دقت و وضوح برای نمایی و قطبی شکل های از استفاده با را ریشه ها این کاربردهای
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مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

تعریف ۱ .۹ .۱

هستند w مختلط اعداد z nام ریشه های ،n مثبت صحیح عدد یک و z 6= 0 مختلط عدد یک برای

که:

wn = z.

دارد. وجود متمایز nام ریشه n دقیقاً غیرصفر، z هر برای

،θ = arg z و r = |z| =
√

x2 + y2 آن در که ،z = r(cos θ + i sin θ) اگر قطبی، شکل در

صورت: به nام ریشه های

wk = r1/n

cos
θ + 2πk

n

 + i sin
θ + 2πk

n


 , k = 0, 1, . . . , n − 1.

صورت: به این ،eiθ = cos θ + i sin θ اویلر فرمول از استفاده با نمایی، شکل در

wk = r1/nei(θ+2πk)/n.

nام ریشه های استنتاج ۲ .۹ .۱

برآورده را wn = z معادله w = ρ(cos ϕ + i sin ϕ) کنید فرض nام، ریشه های استنتاج برای

دمواور: قضیه اساس بر کند.

wn = ρn[cos(nϕ) + i sin(nϕ)] = r(cos θ + i sin θ).

آرگومان ها: و مطلق ها قدر دادن قرار مساوی با
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مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

.(ρ > 0 (زیرا ρ = r1/n پس ،ρn = r مطلق: قدر •

دارد: دلالت که ،sin(nϕ) = sin θ ،cos(nϕ) = cos θ آرگومان: •

nϕ = θ + 2πk, k ∈ Z,

بنابراین:

ϕ = θ + 2πk

n
.

k = 0, 1, . . . , n−1برای ϕ متمایز مقادیر می شود، تعریف 2π مدول صورت به آرگومان که آنجا از

تکرار را k = 0 زاویه که می شود ϕ = θ+2πn
n = θ

n + 2π به منجر k = n زیرا می آیند، دست به

صورت: به nام ریشه های بنابراین، می کند.

wk = r1/n

cos
θ + 2πk

n

 + i sin
θ + 2πk

n


 .

اصلی ویژگی های ۳ .۹ .۱

می دهند: نشان را زیر ویژگی های مختلط عدد یک nام ریشه های

دارد. وجود متمایز nام ریشه n دقیقاً ،z 6= 0 هر برای ریشه ها: تعداد .۱

قرار مبدأ، در مرکز مختلط، صفحه در r1/n شعاع با دایره ای روی ریشه ها هندسی: توزیع .۲

دارند.

می شوند. شروع θ
n از رادیان، 2π

n فاصله با مساوی طور به ریشه ها آرگومان های زاویه ای: فاصله .۳

تقارن که می دهند تشکیل را ضلعی n منتظم چندضلعی یک رأس های ریشه ها چرخشی: تقارن .۴
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مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

می کند. منعکس را n مرتبه چرخشی

گویا مثال های ۴ .۹ .۱

.θ = 0 ،r = 1 پس ،z = 1 = 1 + 0i کنید فرض واحد): (ریشه های ۱ مکعبی ریشه های .۱

صورت: به مکعبی ریشه های

wk = 11/3
cos

0 + 2πk

3

 + i sin
2πk

3


 , k = 0, 1, 2.

.cos 0 + i sin 0 = 1 :k = 0 برای •

.cos
(

2π
3

)
+ i sin

(
2π
3

)
= −1

2 + i
√

3
2 :k = 1 برای •

.cos
(

4π
3

)
+ i sin

(
4π
3

)
= −1

2 − i
√

3
2 :k = 2 برای •

زوایای در واحد دایره روی می شوند، شناخته واحد مکعبی ریشه های عنوان به که ریشه ها، این

دارند. قرار 240◦ و 120◦ ،0◦

مربعی ریشه های .θ = π
2 ،r = 1 پس ،z = i = 0 + 1i کنید فرض :i مربعی ریشه های .۲

صورت: به

wk = 11/2
cos

 π
2 + 2πk

2

 + i sin
 π

2 + 2πk

2


 , k = 0, 1.

.cos
(

π
4

)
+ i sin

(
π
4

)
=

√
2

2 + i
√

2
2 :k = 0 برای •

.cos
(

5π
4

)
+ i sin

(
5π
4

)
= −

√
2

2 − i
√

2
2 :k = 1 برای •

هستند. ±
(√

2
2 + i

√
2

2

)
مربعی ریشه های بنابراین،
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مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

ریشه های .θ = π
2 ،r = 8 پس ،z = 8i = 0 + 8i کنید فرض :8i مکعبی ریشه های .۳

صورت: به مکعبی

wk = 81/3
cos

 π
2 + 2πk

3

 + i sin
 π

2 + 2πk

3




= 2
cos

π

6
+ 2πk

3

 + i sin
π

6
+ 2πk

3


 , k = 0, 1, 2.

.2
[
cos

(
π
6

)
+ i sin

(
π
6

)]
= 2

(√
3

2 + i1
2

)
=

√
3 + i :k = 0 برای •

.2
[
cos

(
5π
6

)
+ i sin

(
5π
6

)]
= 2

(
−

√
3

2 + i1
2

)
= −

√
3 + i :k = 1 برای •

.2
[
cos

(
3π
2

)
+ i sin

(
3π
2

)]
= 2(0 − i) = −2i :k = 2 برای •

هستند. −2i و −
√

3 + i ،
√

3 + i مکعبی ریشه های بنابراین،

کاربردها و نتایج ۵ .۹ .۱

می شوند، شناخته واحد nام ریشه های عنوان به که ،۱ nام ریشه های واحد: ریشه های نتیجه: •

گروه یک ضرب تحت آن ها می شوند. داده k = 0, 1, . . . , n − 1 برای ،ei2πk/n صورت به

می شود. بررسی بعدی جبری مطالعات در که مفهومی می دهند، تشکیل چرخه ای

است، ضروری zn − a = 0 مانند چندجمله ای معادلات حل برای ریشه ها یافتن : کاربردها •

برق، مهندسی در می شوند. مطرح کوانتومی مکانیک و سیگنال پردازش کنترل، نظریه در که

تقارن ها فیزیک، در که حالی در می کنند، مدل را نوسانی سیستم های در فاز تغییرات ریشه ها

می کنند. توصیف را موج توابع در

۸۴



مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

تاریخی زمینه ۶ .۹ .۱

معادلات حل حین در کاردانو ژرولامو که زمانی آمد، پدید شانزدهم قرن در مختلط ریشه های مفهوم

و قطبی نمایش اویلر لئونارد و دمواور آبراهام هجدهم، قرن در شد. مواجه موهومی اعداد با مکعبی

آن ها، کار ساخت. ممکن را nام ریشه های سیستماتیک محاسبه که کردند، رسمی را دمواور قضیه

را مدرن مختلط تحلیل بنیان شده، ذکر دمواور] [قضیه مانند تاریخی گزارش های در که همان طور

داد. تشکیل

شهود ۷ .۹ .۱

موهومی محور و افقی حقیقی محور با کنید، تصور دایره ای عرصه یک عنوان به را مختلط صفحه

روی مساوی طور به که هستند نقطه n آن nام ریشه های ،z = reiθ مختلط عدد یک برای عمودی.

بعدی ریشه هر و می شود شروع θ/n زاویه از دارند. قرار مبدأ، در مرکز ،r1/n شعاع با دایره ای

می دهد. تشکیل را ضلعی n منتظم چندضلعی یک که می آید، دست به رادیان 2π/n چرخش با

مثلث یک به شبیه دارند، قرار 240◦ و 120◦ ،0◦ زوایای در ۱ مکعبی ریشه های مثال، عنوان به

می دهد. نشان را ریشه ها بودن دوره ای و تقارن که واحد، دایره در محاط متساوی الاضلاع

Re(z)

Im(z)

ei· 2π0
3

ei· 2π1
3

ei· 2π2
3

با که ،ei· 4π
3 و ،ei· 2π

3 ،ei·0 = 1 از عبارتند ریشه ها می دهند. تشکیل واحد دایره در محاط متساوی الاضلاع مثلث یک که مختلط، صفحه در واحد سوم ریشه های :۲۷ .۱ شکل
دارند. قرار 240◦ و 120◦ ،0◦ زوایای در برابر فاصله های

۸۵



مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

Re(z)

Im(z)

ei· π0
2

ei· π1
2

ei· π2
2

ei· π3
2

و ،ei·π = −1 ،ei· π
2 = i ،ei·0 = 1 از عبارتند ریشه ها می دهند. تشکیل واحد دایره در محاط مربع یک که مختلط، صفحه در واحد چهارم ریشه های :۲۸ .۱ شکل

.270◦ و 180◦ ،90◦ ،0◦ زوایای در ،ei· 3π
2 = −i

Re(z)

Im(z)

ei· π0
3

ei· π1
3ei· π2

3

ei· π3
3

ei· π4
3 ei· π5

3

و 240◦ ،180◦ ،120◦ ،60◦ ،0◦ زوایای در ریشه ها می دهند. تشکیل واحد دایره در محاط منتظم شش ضلعی یک که مختلط، صفحه در واحد ششم ریشه های :۲۹ .۱ شکل
هستند. k = 0, 1, . . . , 5 برای ei· πk

3 معادل که دارند، قرار 300◦

۸۶



مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

Re(z)

Im(z)

w0

w1

w2

z = 1 + i

(45◦ + 360◦k)/3 = با برابرند زوایا دارند. قرار 21/6 شعاع با دایره ای روی ریشه ها بنابراین ،|z| =
√

2 مطلق مقدار با ،z = 1 + i سوم ریشه های :۳۰ .۱ شکل
به مرجع برای z اصلی عدد می شود. گرفته نظر در اصلی ریشه عنوان به اغلب 15◦ در w0 ریشه هستند. 255◦ و 135◦ ،15◦ معادل که ،k = 0, 1, 2 برای 15◦ + 120◦k

است. شده داده نشان قرمز رنگ

تمرین ها ۸ .۹ .۱

.θ = π ،r = 16 پس ،−16 = −16 + 0i پاسخ: بیابید. را ۱۶ − چهارم ریشه های تمام .۱

چهارم: ریشه های

wk = 161/4
cos

π + 2πk

4

 + i sin
π + 2πk

4




= 2
cos

π

4
+ πk

2

 + i sin
π

4
+ πk

2


 , k = 0, 1, 2, 3.

.2
[
cos

(
π
4

)
+ i sin

(
π
4

)]
=

√
2 + i

√
2 :k = 0 برای •

.2
[
cos

(
3π
4

)
+ i sin

(
3π
4

)]
= −

√
2 + i

√
2 :k = 1 برای •

.2
[
cos

(
5π
4

)
+ i sin

(
5π
4

)]
= −

√
2 − i

√
2 :k = 2 برای •

.2
[
cos

(
7π
4

)
+ i sin

(
7π
4

)]
=

√
2 − i

√
2 :k = 3 برای •

هستند. −
√

2 ± i
√

2 ،
√

2 ± i
√

2 چهارم ریشه های بنابراین،

ریشه های .θ = π
2 ،r = 8 پس ،8i = 0 + 8i پاسخ: بیابید. را 8i مکعبی ریشه های تمام .۲

۸۷



مختلط اعداد ریشه های ۹ .۱

مکعبی:

wk = 81/3
cos

 π
2 + 2πk

3

 + i sin
 π

2 + 2πk

3




= 2
cos

π

6
+ 2πk

3

 + i sin
π

6
+ 2πk

3


 , k = 0, 1, 2.

.2
[
cos

(
π
6

)
+ i sin

(
π
6

)]
=

√
3 + i :k = 0 برای •

.2
[
cos

(
5π
6

)
+ i sin

(
5π
6

)]
= −

√
3 + i :k = 1 برای •

.2
[
cos

(
3π
2

)
+ i sin

(
3π
2

)]
= −2i :k = 2 برای •

هستند. −2i و −
√

3 + i ،
√

3 + i مکعبی ریشه های بنابراین،

ریشه های ،۱ مثال از پاسخ: است. صفر واحد مکعبی ریشه های مجموع که کنید تأیید .۳

آن ها: مجموع .−1
2 − i

√
3

2 و −1
2 + i

√
3

2 ،1 از عبارتند ۱ مکعبی

1 +
−1

2
+ i

√
3

2

 +
−1

2
− i

√
3

2

 = 1 − 1
2

− 1
2

+ i

√
3

2
− i

√
3

2
= 0.

دشوارتر تمرین های ۹ .۹ .۱

.z4 = −1 + i که بیابید را z مختلط اعداد تمام .۱

.n > 1 اگر است صفر z 6= 0 مختلط عدد یک nام ریشه های تمام مجموع که کنید اثبات .۲

می دهند. تشکیل چرخه ای گروه یک ضرب تحت واحد nام ریشه های که دهید نشان .۳

بیابید. را z5 = 32 راه حل های تمام .۴

۸۸



مثال ها ۱۰ .۱

مثال ها ۱۰ .۱

مختلط اعداد مفاهیم که می کند عمل کارشده مثال های از مجموعه ای عنوان به ۱۰ زیرموضوع

مطلق ها، قدر و بردارها جبری، ویژگی های ضرب، و جمع شامل این ها می برند. کار به را معرفی شده

این زیر مثال های می شوند. ریشه ها و آرگومان ها توان، و ضرب نمایی، شکل مختلط، مزدوج های

و ریاضی زمینه های در را آن ها اهمیت و رفتار و می دهند نشان عملی مسائل طریق از را اصول

می کنند. برجسته کاربردی

پایه عملیات های :۱ مثال ۱ .۱۰ .۱

بگیرید. نظر در را z2 = 1 − 2i و z1 = 3 + 4i مختلط اعداد

جمع:

z1 + z2 = (3 + 1) + (4 − 2)i = 4 + 2i

بردارها جمع مشابه می کند، ترکیب جداگانه طور به را موهومی و حقیقی بخش های عملیات این

مختلط. صفحه در

ضرب:

۸۹



مثال ها ۱۰ .۱

z1 · z2 = (3)(1) + (3)(−2i) + (4i)(1) + (4i)(−2i) = 3 − 6i + 4i − 8i2

می شود: ساده زیر صورت به این ،i2 = −1 که آنجا از

3 − 6i + 4i + 8 = 11 − 2i

بنیادی بعدی عملیات های برای که می دهد نشان را مختلط اعداد جبری دستکاری مثال این

است.

آرگومان و مطلق قدر :۲ مثال ۲ .۱۰ .۱

کنید. محاسبه را اصلی آرگومان و مطلق قدر ،z = −3 + 3i برای

مطلق: قدر

|z| =
√
(−3)2 + 32 =

√
9 + 9 =

√
18 = 3

√
2

می دهد. نشان را مختلط صفحه در مبدأ از فاصله مطلق قدر

:(y = 3 > 0 ،x = −3 < 0) دارد قرار دوم ربع در z که آنجا از اصلی: آرگومان

۹۰



مثال ها ۱۰ .۱

θ = π − tan−1
3
3

 = π − π

4
= 3π

4

نمایی و قطبی نمایش های برای که می دهد نشان را مثبت حقیقی محور از زاویه ای آرگومان

است. ضروری

نمایی شکل :۳ مثال ۳ .۱۰ .۱

کنید. بیان نمایی شکل به را z = −1 − i

مطلق: قدر

r =
√
(−1)2 + (−1)2 =

√
2

:(y = −1 < 0 ،x = −1 < 0) دارد قرار سوم ربع در z که آنجا از اصلی: آرگومان

θ = −π + tan−1
−1
−1

 = −π + π

4
= −3π

4

بنابراین:

z =
√

2e−i3π/4

۹۱



مثال ها ۱۰ .۱

می کند. ساده آرگومان و مطلق قدر از استفاده با را توان و ضرب مانند عملیات هایی نمایی شکل

نمایی شکل در توان :۴ مثال ۴ .۱۰ .۱

کنید. محاسبه نمایی شکل از استفاده با را (1 + i)4

کنید: تبدیل نمایی شکل به را 1 + i ابتدا،

r =
√

12 + 12 =
√

2, θ = tan−1
1
1

 = π

4

.1 + i =
√

2eiπ/4 پس،

سپس:

(1 + i)4 =
(√

2eiπ/4
)4 = (

√
2)4ei4·π/4 = 4eiπ

:eiπ = cos π + i sin π = −1 که آنجا از

4eiπ = 4(−1) = −4

به را پیچیده ضرب های و است کارآمد توان ها محاسبه برای نمایی شکل که می دهد نشان این

می دهد. کاهش آرگومان ها و مطلق ها قدر روی عملیات

۹۲



مثال ها ۱۰ .۱

مختلط اعداد ریشه های :۵ مثال ۵ .۱۰ .۱

بیابید. را 8i مکعبی ریشه های

کنید: بیان نمایی شکل به را 8i = 0 + 8i

r = 8, θ = π

2

.8i = 8eiπ/2 پس،

مکعبی: ریشه های

wk = 81/3ei(π/2+2πk)/3 = 2ei(π/6+2πk/3), k = 0, 1, 2

کنید: محاسبه را ریشه هر

:k = 0 برای •

w0 = 2
cos

π

6

 + i sin
π

6

 = 2

√

3
2

+ i
1
2

 =
√

3 + i

:k = 1 برای •

۹۳



مثال ها ۱۰ .۱

w1 = 2
cos

π

6
+ 2π

3

 + i sin
5π

6

 = 2
−

√
3

2
+ i

1
2

 = −
√

3 + i

:k = 2 برای •

w2 = 2
cos

π

6
+ 4π

3

 + i sin
3π

2

 = 2(0 − i) = −2i

هندسی تقارن و دارند قرار یکدیگر از درجه ۱۲۰ فاصله با ،۲ شعاع با دایره ای روی ریشه ها این

می دهند. نشان را مختلط ریشه های

دوم درجه معادلات حل :۶ مثال ۶ .۱۰ .۱

کنید. حل را z2 − 2z + (1 + i) = 0 دوم درجه معادله

کوادرات: فرمول از استفاده با

z =
2 ±

√
4 − 4(1 + i)

2
= 2 ±

√
4 − 4 − 4i

2
= 2 ±

√
−4i

2
= 1 ±

√
−i

:w = a + bi کنید فرض .w2 = −i پس ،w =
√

−i کنید فرض ،
√

−i یافتن برای

۹۴



مثال ها ۱۰ .۱

(a + bi)2 = a2 − b2 + 2abi = −i

دهید: قرار مساوی را موهومی و حقیقی بخش های

a2 − b2 = 0, 2ab = −1

:a = −b اگر است. غیرممکن که ،2a2 = −1 آنگاه ،a = b اگر .a = ±b ،a2 = b2 از

2a(−a) = −1 =⇒ −2a2 = −1 =⇒ a2 = 1
2

=⇒ a = ±
√

2
2

, b = ∓
√

2
2

.w = −
√

2
2 + i

√
2

2 یا w =
√

2
2 − i

√
2

2 بنابراین،

از: عبارتند راه حل ها پس،

z1 = 1 +

√

2
2

− i

√
2

2

 = 1 +
√

2
2

− i

√
2

2

z2 = 1 +
−

√
2

2
+ i

√
2

2

 = 1 −
√

2
2

+ i

√
2

2

ریشه های سودمندی و می دهد گسترش مختلط حوزه به را حقیقی دوم درجه معادلات مثال این

۹۵



مثال ها ۱۰ .۱

می دهد. نشان را مختلط

کاربردها و نتایج ۷ .۱۰ .۱

می دهند: نشان را کلیدی کاربردهای مثال ها این

بنیادی مختلط اعداد محاسبات تمام برای (۱ (مثال پایه عملیات های جبری: دستکاری •

هستند.

مختصات برای که می دهند ارائه هندسی دیدگاه (۲ (مثال آرگومان و مطلق قدر هندسی: تفسیر •

است. ضروری قطبی

می کند. ساده را توان و ضرب (۴ و ۳ (مثال های نمایی شکل عملیات ها: ساده سازی •

چندجمله ای معادلات حل در (۶ (مثال دوم درجه معادلات و (۵ (مثال ریشه ها معادلات: حل •

کوانتومی. مکانیک و سیگنال پردازش کنترل، نظریه در کاربردهایی با هستند، حیاتی

پدیده های فیزیک، در می کنند. مدل مدارها در را دامنه و فاز تکنیک ها این برق، مهندسی در

می برند. بهره ریشه ها تقارن از و می کنند توصیف را موجی

تاریخی زمینه ۸ .۱۰ .۱

که شد، آغاز مکعبی معادلات روی بر کاردانو ژرولامو کار با شانزدهم قرن در مختلط اعداد توسعه

رسمی را نمایی و قطبی شکل های دمواور و اویلر هجدهم، قرن در کرد. معرفی را موهومی اعداد

پالایش بیشتر را مختلط تحلیل کوشی و گاوس ساخت. ممکن را توان ها و ریشه ها محاسبه که کردند،

تبدیل فیزیکی سیستم های مدل سازی و معادلات حل برای عملی ابزارهای به را مثال ها این و دادند
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مثال ها ۱۰ .۱

است. شده ذکر مختلط تحلیل توسعه تاریخی گزارش های در که همان طور کردند،

شهود ۹ .۱۰ .۱

موهومی محور و افقی حقیقی محور با کنید، تصور دوبعدی بوم یک عنوان به را مختلط صفحه

در می رسد. (4, 2) به و است بردارها جمع با متناظر 1 − 2i و 3 + 4i جمع ،۱ مثال در عمودی.

در 8i مکعبی ریشه های .135◦ زاویه با است، مبدأ از 3
√

2 فاصله −3 + 3i مطلق قدر ،۲ مثال

زوایای در رأس ها با می دهند، تشکیل ۲ شعاع با دایره ای روی متساوی الاضلاع مثلث یک ۵ مثال

می دهد. نشان را مختلط ریشه های چرخشی تقارن که ،270◦ و 150◦ ،30◦

Re

Iⅿ

z

θ = 3π
4

|z| = 3
√

2

است. 3π
4 برابر آرگومان و 3

√
2 برابر مطلق مقدار .z = −3 + 3i اصلی آرگومان و مطلق مقدار :۳۱ .۱ شکل

Re

Iⅿ

z
θ = − 3π

4
|z| =

√
2

.z =
√

2e−i 3π
4 نمایی شکل با متناظر می دهد، نشان را − 3π

4 اصلی آرگومان و
√

2 مطلق مقدار که مختلط، صفحه در z = −1 − i نمایش :۳۲ .۱ شکل
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مثال ها ۱۰ .۱

Re

Iⅿ

z1

z2z3

z4

را آرگومان و می کند مقیاس (
√

2)n اندازه به را مطلق مقدار توان هر .z4 = −4 ،z3 = −2 + 2i ،z2 = 2i ،z1 = 1 + i از: عبارتند z = 1 + i توان های :۳۳ .۱ شکل
می چرخاند. n × π

4 اندازه به

Re

Iⅿ

w0w1

w2

دارند. قرار مختلط صفحه در ۲ شعاع با دایره ای روی که ،w2 = −2i ،w1 = −
√

3 + i ،w0 =
√

3 + i از: عبارتند 8i سوم ریشه های :۳۴ .۱ شکل

Re

Iⅿ

z1

z2

.z2 = 1 −
√

2
2 + i

√
2

2 و z1 = 1 +
√

2
2 − i

√
2

2 از: عبارتند z2 − 2z + (1 + i) = 0 دوم درجه معادله حل های :۳۵ .۱ شکل

۹۸



مثال ها ۱۰ .۱

تمرین ها ۱۰ .۱۰ .۱

تقویت را نشان داده شده مفاهیم مختلط، تحلیل در معمول مسائل از الهام گرفته زیر، تمرین های

می کنند:

پاسخ: کنید. محاسبه را (2 + 3i) · (4 − i) و (2 + 3i) + (4 − i) .۱

(2 + 4) + (3 − 1)i = 6 + 2i جمع: •

2 ·4+2 ·(−i)+3i ·4+3i ·(−i) = 8−2i+12i−3i2 = 8+10i+3 = ضرب: •

11 + 10i

پاسخ: بیابید. را z = −3 + 3i اصلی آرگومان و مطلق قدر .۲

|z| =
√
(−3)2 + 32 =

√
18 = 3

√
2 مطلق: قدر •

θ = π − tan−1(1) = π − π
4 = 3π

4 آرگومان: •

پاسخ: کنید. بیان نمایی شکل به را z = −1 − i .۳

r =
√
(−1)2 + (−1)2 =

√
2 مطلق: قدر •

θ = −π + tan−1(1) = −π + π
4 = −3π

4 آرگومان: •

z =
√

2e−i3π/4 بنابراین، •

پاسخ: کنید. محاسبه نمایی شکل از استفاده با را (1 + i)4 .۴

1 + i =
√

2eiπ/4 •

(1 + i)4 = (
√

2)4ei4·π/4 = 4eiπ = 4(−1) = −4 •

۹۹



مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

پاسخ: بیابید. را ۱۶ چهارم ریشه های تمام .۵

θ = 0 ،r = 16 پس ،16 = 16ei0 •

k = 0, 1, 2, 3 برای ،wk = 161/4ei(0+2πk)/4 = 2eikπ/2 ریشه ها: •

2ei0 = 2 :k = 0 •

2eiπ/2 = 2i :k = 1 •

2eiπ = −2 :k = 2 •

2ei3π/2 = −2i :k = 3 •

دشوارتر تمرین های ۱۱ .۱۰ .۱

کنید. حل را z3 = 1 + i .۱

.z2 = z̄ که بیابید را z مختلط اعداد تمام .۲

می آیند. مزدوج جفت های صورت به حقیقی ضرایب با چندجمله ای یک ریشه های که کنید اثبات .۳

مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

و تعریف آن ها در توابع که را حوزه هایی و هستند اساسی مختلط تحلیل برای مختلط صفحه در مناطق

کاربردهای و گویا مثال های ویژگی ها، توپولوژیکی، مفاهیم بخش این می کنند. فراهم می شوند، تحلیل

می کند. بررسی را مناطق

۱۰۰



مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

پایه توپولوژیکی مفاهیم ۱ .۱۱ .۱

صفحه با هم ریخت که ،C مختلط صفحه در ضروری توپولوژیکی مفاهیم ابتدا مناطق، درک برای

می کنیم. تعریف است، R2 اقلیدسی

همسایگی

صورت: به می شود، داده نشان N(z0, ε) با که ،z0 همسایگی ،ε > 0 و z0 ∈ C نقطه یک برای

N(z0, ε) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}

.ε شعاع و z0 مرکز با باز دیسک یک است،

حذف شده همسایگی

صورت: به می شود، داده نشان N ′(z0, ε) با که ،z0 حذف شده همسایگی

N ′(z0, ε) = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < ε}

.z0 نقطه بدون باز دیسک یک است،

داخلی نقطه

که طوری به ε > 0 باشد داشته وجود اگر است S ⊂ C مجموعه داخلی نقطه یک z0 نقطه

.N(z0, ε) ⊂ S

۱۰۱



مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

خارجی نقطه

N(z0, ε)∩ که طوری به ε > 0 باشد داشته وجود اگر است S مجموعه خارجی نقطه یک z0 نقطه

.S = ∅

مرزی نقطه

دیگر، عبارت به خارجی. نه و باشد داخلی نقطه نه اگر است S مجموعه مرزی نقطه یک z0 نقطه

مرزی نقاط مجموعه دارد. S از خارج نقطه یک و S در نقطه یک حداقل N(z0, ε) همسایگی هر

می شود. داده نشان ∂S با

باز مجموعه

نقطه هر اگر معادل، طور به یا نشود، شامل را خود مرزی نقاط از هیچ یک اگر است باز S مجموعه

باشد. داخلی نقطه یک S در

بسته مجموعه

شود. شامل را خود مرزی نقاط تمام اگر است بسته S مجموعه

بستار

صورت: به می شود، داده نشان S با که ،S مجموعه بستار

S = S ∪ ∂S

می شود. آن مرز و S نقاط تمام شامل و است
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

نواحی و بودن متصل ۲ .۱۱ .۱

متصل مجموعه

تقسیم هم از جدا و غیرخالی باز مجموعه دو اتحاد به را آن نتوان اگر است متصل S ⊂ C مجموعه

(دنباله ای چندضلعی خط یک با بتوان را S در نقطه دو هر اگر است متصل مجموعه ای ،C در کرد.

کرد. متصل هم به دارد، قرار S در کاملا که پاره خط ها) از

ناحیه

زیرا هستند حیاتی مختلط تحلیل در نواحی است. C از متصل و باز غیرخالی، مجموعه ای ناحیه

می کنند. عمل تحلیلی توابع حوزه های عنوان به اغلب

مناطق ۳ .۱۱ .۱

بنابراین، است. آن مرزی نقاط همه یا هیچ یک برخی، همراه به ناحیه یک مختلط صفحه در منطقه

(اگر بسته باشد)، نداشته مرزی نقطه هیچ (اگر باز است ممکن اما است متصل همیشه منطقه یک

باشد. هیچ کدام یا شود) شامل را مرزی نقاط همه

بی کران و کران دار مجموعه های ۴ .۱۱ .۱

،S ⊂ {z : |z| < R} که طوری به R > 0 باشد داشته وجود اگر است کران دار S مجموعه

است. بی کران S صورت، این غیر در گیرد. جای دیسکی در یعنی
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

منفرد و انباشت نقاط ۵ .۱۱ .۱

نقطه یک حداقل N ′(z0, ε) حذف شده همسایگی هر که است z0 نقطه ای S مجموعه انباشت نقطه

حذف شده ای همسایگی که است z0 ∈ S نقطه ای S مجموعه منفرد نقطه شود. شامل را S از

باشد. نداشته اشتراک S با که باشد داشته وجود N ′(z0, ε)

گویا مثال های ۶ .۱۱ .۱

می کنند: روشن را مفاهیم این زیر مثال های

واحد دیسک .۱

D = {z : |z| < 1} باز: واحد دیسک •

.|z| < 1 که z همه داخلی: نقاط –

.{z : |z| = 1} مرزی: نقاط –

ناحیه. یک کران دار، متصل، باز، ویژگی ها: –

D = {z : |z| ≤ 1} بسته: واحد دیسک •

منطقه. یک کران دار، متصل، بسته، بنابراین مرز، شامل –

سوراخ شده صفحه .۲

C \ {0} مجموعه: •

ناحیه. یک بی کران، متصل، باز، ویژگی ها: •
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

نیست. مجموعه در اگرچه ،z = 0 انباشت: نقطه •

.C در هیچ مرز: •

راست نیم صفحه .۳

{z : Re(z) > 0} مجموعه: •

ناحیه. یک بی کران، متصل، باز، ویژگی ها: •

موهومی). (محور {z : Re(z) = 0} مرز: •

حلقه .۴

{z : 1 < |z| < 2} مجموعه: •

ناحیه. یک کران دار، متصل، باز، ویژگی ها: •

.{z : |z| = 2} و {z : |z| = 1} دایره ها مرز: •

منفرد نقطه با مجموعه .۵

S = {z : |z| < 1} ∪ {2} مجموعه: •

.z = 2 منفرد: نقطه •

.{z : |z| < 1} داخلی: نقاط •

.{z : |z| = 1} ∪ {2} مرزی: نقاط •

.{z : |z| ≤ 1} انباشت: نقاط •

متصل. نه بسته، نه باز، نه ویژگی ها: •
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

کاربردها ۷ .۱۱ .۱

می شوند، تعریف آن ها در تحلیلی توابع که را حوزه هایی و دارند محوری نقش مختلط تحلیل در مناطق

حالی در دارند، نیاز ساده متصل مناطق به کوشی انتگرال قضیه مانند قضیه هایی می کنند. مشخص

مهندسی در می کنند. حل الکترواستاتیک و سیالات دینامیک در را مسائل همدیس نگاشت های که

را امواج انتشار نواحی فیزیک، در و می کنند، مدل را سیگنال ها پایداری حوزه های مناطق برق،

می کنند. توصیف

تاریخی زمینه ۸ .۱۱ .۱

گوستین‑لویی آ کارهای طریق از نوزدهم قرن در مختلط صفحه در مناطق برای توپولوژیکی چارچوب

پدید کرد، معرفی را ریمان سطوح که ریمان، برنهارد و داد، توسعه را انتگرال قضیه های که کوشی،

قرن اوایل در هوسدورف فلیکس و فرشه موریس توسط بسته و باز مجموعه های رسمی سازی آمد.

کرد. فراهم مدرن مختلط تحلیل برای دقیق پایه ای بیستم،

شهود ۹ .۱۱ .۱

موهومی محور و افقی حقیقی محور با کنید، تصور دوبعدی بوم یک عنوان به را مختلط صفحه

یک مانند خود، مرز بدون است، a مرکز با دایره ای ناحیه ای |z − a| < r باز دیسک یک عمودی.

امتداد راست سمت به موهومی محور از بی کران طور به Re(z) > 0 راست نیم صفحه باز. دشت

بین رودی مانند است، افقی باند a < Im(z) < b نوار یک بی پایان. دشت یک شبیه می یابد،

تسهیل را آن ها تحلیل و می کنند روشن را مناطق هندسی ماهیت تصاویر این موازی. ساحل دو
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

می کنند.

Re(z)

Im(z)

z0

نمی شوند. شامل ناحیه در مرز روی نقاط که می دهد نشان خط چین مرز .|z − z0| < 2 توسط تعریف شده ،r = 2 شعاع و z0 = 1 + i مرکز با باز دیسک :۳۶ .۱ شکل

Re(z)

Im(z)

z0

می شوند. شامل ناحیه در مرز روی نقاط که می دهد نشان پیوسته مرز .|z − z0| ≤ 2 توسط تعریف شده ،r = 2 شعاع و z0 = 1 + i مرکز با بسته دیسک :۳۷ .۱ شکل
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

Re(z)

Im(z)

دایره ها روی نقاط که می دهند نشان خط چین مرزهای .1 < |z| < 3 توسط تعریف شده ،R = 3 خارجی شعاع و r = 1 داخلی شعاع با مبدا مرکز با حلقه ای :۳۸ .۱ شکل
نمی شوند. شامل

Re(z)

Im(z)

است. حقیقی محور بالای نقاط تمام شامل ناحیه این .Im(z) > 0 توسط تعریف شده بالایی، نیم صفحه :۳۹ .۱ شکل
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

Re(z)

Im(z)

α = 60◦

.0 < |z| < 2 و 0 < arg z < π
3 توسط تعریف شده ،۲ تا شعاع و α = 60◦ زاویه با مختلط صفحه در بخشی :۴۰ .۱ شکل

Re(z)

Im(z)

نمی شوند. شامل ناحیه در لبه ها که می دهند نشان خط چین مرزهای .0 < Im(z) < 1 و 0 < Re(z) < 2 توسط تعریف شده مستطیلی ناحیه :۴۱ .۱ شکل

Re(z)

Im(z)

نمی شوند. شامل مرزها که می دهند نشان خط چین خطوط .1 < Re(z) < 3 توسط تعریف شده عمودی نوار :۴۲ .۱ شکل
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

Re(z)

Im(z)

z0

.|z − z0| < 0.5 توسط تعریف شده ،ϵ = 0.5 با z0 = 2 + 3i از ϵ همسایگی :۴۳ .۱ شکل

Re(z)

Im(z)

interior
bounⅾary

exterior

است مرز روی (3, 1) نقطه ،(|z − (1 + i)| ≈ 0.707 < 2) است درونی (1.5, 1.5) نقطه .|z − (1 + i)| < 2 باز دیسک به نسبت نقاط طبقه بندی :۴۴ .۱ شکل
.(|z − (1 + i)| ≈ 4.243 > 2) است بیرونی (4, 4) نقطه و ،(|z − (1 + i)| = 2)
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

Re(z)

Im(z)

a

b

که می شوند، متصل هم به دیسک داخل در پیوسته مسیر یک توسط دیسک درون b و a نقاط .|z − (1 + i)| < 2 باز دیسک مسیر‑متصل: حوزه یک از مثالی :۴۵ .۱ شکل
می دهد. نشان را بودن مسیر‑متصل

تمرین ها ۱۰ .۱۱ .۱

نقطه هر زیرا است، باز S پاسخ: بسته. یا است باز S = {z : |z| < 2} آیا که کنید تعیین .۱

است. N(z, ε) ⊂ S همسایگی دارای z ∈ S

محور ،∂S = {z : Im(z) = 0} مرز پاسخ: بیابید. را S = {z : Im(z) > 0} مرز .۲

است. حقیقی

(نه داخلی نقاط فاقد هیچ کدام. پاسخ: است؟ هیچ کدام یا بسته باز، S = {z : |z| = 1} آیا .۳

بسته). (نه می شود شامل را خود مرز و باز)

است. متصل مختلط صفحه بله، پاسخ: است. متصل S = C آیا که کنید تعیین .۴

زیرا است، ۰ انباشت نقطه تنها پاسخ: کنید. شناسایی را S = {1
n : n ∈ N} انباشت نقاط .۵

است. S از نقاطی شامل ۰ همسایگی هر

.0 /∈ S زیرا خیر، پاسخ: است؟ S = {z : |z| > 1} از منفرد نقطه یک z = 0 آیا .۶
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مختلط صفحه در مناطق ۱۱ .۱

دشوارتر تمرین های ۱۱ .۱۱ .۱

کنید. توصیف را S = {z : |z − 1| < |z + 1|} مجموعه .۱

است. متصل S = {z : Re(z) > 0} ∪ {z : Im(z) > 0} آیا که کنید تعیین .۲

است. غیرمتصل S = {z : |z| < 1} ∪ {z : |z − 2| < 1} که بیابید را نقاطی .۳

است. بسته دیسک باز، دیسک یک بستار که کنید اثبات .۴

۱۱۲



۲ فصل

تحلیلی توابع
مختلط متغیر توابع ۱ .۲

تعریف ۱ .۱ .۲

دامنه، نام به مجموعه ای در z مختلط عدد هر به که است قاعده ای مختلط متغیر یک از f تابع

و x, y ∈ R آن در که ،z = x + iy برای می دهد. نسبت را w یکتا مختلط عدد یک ،S یعنی

می نویسیم: ،i2 = −1
w = f (z) = u(x, y) + iv(x, y),

۱۱۳



مختلط متغیر توابع ۱ .۲

موهومی و حقیقی بخش های ترتیب به که هستند حقیقی مقدار با توابع v(x, y) و u(x, y) آن در که

صورت: به تابع ،z = reiθ آن در که قطبی، مختصات در می دهند. نشان را

f (z) = u(r, θ) + iv(r, θ).

است چندمقداری یا شود، نگاشت w یک به z ∈ S هر اگر است یک مقداری تابع می شود. بیان

دارد. یکتا مقدار تعریف برای شاخه ای به نیاز که

اصلی خواص ۲ .۱ .۲

می شود: استخراج آن ها دامنه و ساختار از مختلط توابع خواص

مختصات در می توان را f (z) = u(x, y) + iv(x, y) تابع قطبی: و مستطیلی شکل های •

در دوگانه نمایش این کرد. بیان u(r, θ) + iv(r, θ) صورت به ،z = reiθ برای یا، مستطیلی

می کند. کمک هندسی تبدیل های تحلیل

P (z) = a0 + a1z + · · · + anzn چندجمله ای ها شامل مثال ها یک مقداری: توابع •

.(Q(z) 6= 0 که جاهایی در (تعریف شده P (z)/Q(z) گویا توابع و (z همه برای (تعریف شده

دوم). ریشه دو مثلا) می کنند تولید متعددی خروجی های z1/2 مانند توابعی چندمقداری: توابع •

می کند. تضمین را بودن یک مقداری arg z ∈ (−π, π] با اصلی دوم ریشه مانند شاخه ای

f (z) = |z|2 = مثلا است، حقیقی مقدار با تابع ،v(x, y) = 0 اگر حقیقی: مقدار با توابع •

.x2 + y2

برای z 6= 0 مانند است، تعریف نشده آن ها در تابع که را نقاطی S دامنه برد: و دامنه •
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مختلط متغیر توابع ۱ .۲

می کند. مستثنی ،f (z) = 1/z

توضیحی مثال های ۳ .۱ .۲

:f (z) = z2 :۱ مثال •

z = x + iy =⇒ f (z) = (x + iy)2 = (x2 − y2) + i(2xy).

پس: ،z = reiθ قطبی، شکل در .v(x, y) = 2xy ،u(x, y) = x2 − y2 بنابراین،

f (z) = r2ei2θ = r2 cos 2θ + ir2 sin 2θ,

.v(r, θ) = r2 sin 2θ ،u(r, θ) = r2 cos 2θ با

:f (z) = 1/z :۲ مثال •

z = x + iy 6= 0 =⇒ f (z) = 1
x + iy

= x − iy

x2 + y2 .

.C \ {0} دامنه: .v(x, y) = −y
x2+y2 ،u(x, y) = x

x2+y2 بنابراین،

:f (z) = |z|2 :۳ مثال •

|z|2 = x2 + y2 =⇒ u(x, y) = x2 + y2, v(x, y) = 0.

است. شده تعریف z همه برای که است حقیقی مقدار با تابع یک این
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مختلط متغیر توابع ۱ .۲

صورت: به اصلی شاخه ،z = reiθ برای :f (z) = z1/2 :۴ مثال •

f (z) =
√

reiθ/2, −π < θ ≤ π, f (0) = 0.

می کند. تعریف زاویه کردن محدود با را یک مقداری تابع یک این

نتایج و کاربردها ۴ .۱ .۲

در که می کنند فراهم را تحلیلی توابع مطالعه امکان و هستند مختلط تحلیل پایه مختلط متغیر توابع

(مانند مهندسی و شاره ها) دینامیک (مانند فیزیک در توابع این هستند. مشتق پذیر مختلط معنای

تعریف جا همه در چندجمله ای ها که است این توجه قابل نتیجه ای دارند. کاربرد سیگنال) پردازش

دارند. دامنه دقیق تعیین به نیاز گویا توابع که حالی در شده اند،

تاریخی زمینه ۵ .۱ .۲

این کردند. بررسی را مختلط اعداد که شد آغاز گاوس و اویلر با هجدهم قرن در مختلط توابع مطالعه

رسمی کرد، معرفی را مختلط انتگرال و مشتق که کوشی، گوستین‑لویی آ توسط نوزدهم قرن در حوزه

نگاشت های و ریمان سطوح مورد در ریمان کارهای گذاشت. را مدرن مختلط تحلیل پایه و شد

کرد. ایجاد فیزیک و هندسه در کاربردهایی و کرد غنی تر را نظریه این همدیس
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مختلط متغیر توابع ۱ .۲

شهود ۶ .۱ .۲

،f (z) = z2 برای کرد. تجسم مختلط صفحه در نگاشت هایی عنوان به می توان را مختلط متغیر توابع

می رساند، دو توان به را اندازه و کرده برابر دو را زاویه می شود، نگاشت r2ei2θ به z = reiθ نقطه

،z = x + iy که ،f (z) = ez برای می کند. تبدیل کشیده زوایای با بزرگ تر دایره های به را دایره ها

به: تابع

ez = ex(cos y + i sin y),

تبدیل پرتوها به را عمودی خطوط و ex شعاع با دایره هایی به را افقی خطوط می شود، نگاشت

هندسی صورت به را مختلط صفحه مختلط توابع چگونه که می دهند نشان نگاشت ها این می کند.

می دهند. شکل تغییر
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می شوند. نگاشت سهمی ها به (قرمز) عمودی خطوط و می شوند، نگاشت w صفحه در سهمی ها به z صفحه در (آبی) افقی خطوط .f(z) = z2 تحت نگاشت :۱ .۲ شکل
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مختلط متغیر توابع ۱ .۲

−10 −5 5 10

−10

−5

5

10

<(w)

=(w)

w−pⅼane (ب)

−2 −1 1 2

−2

2

<(z)

=(z)

z−pⅼane (آ)

می شوند. نگاشت دایره ها به (قرمز) عمودی خطوط و می شوند، نگاشت w صفحه در پرتوها به z صفحه در (آبی) افقی خطوط .f(z) = ez تحت نگاشت :۲ .۲ شکل
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است. شده داده نشان سهمی وار یک صورت به که ،f(z) = |z|2 = x2 + y2 حقیقی تابع رسم :۳ .۲ شکل
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مختلط متغیر توابع ۱ .۲

تمرین ها ۷ .۱ .۲

می کنند: تقویت را درک مختلط، تحلیل در استاندارد مسائل از گرفته الهام زیر، تمرین های

بیابید: f (z) = z2 + 2z برای را v(x, y) و u(x, y) .۱

f (z) = (x + iy)2 + 2(x + iy) = (x2 − y2 + 2x) + i(2xy + 2y).

.v(x, y) = 2xy + 2y ،u(x, y) = x2 − y2 + 2x پاسخ:

تعریف نشده ،z = 1 یعنی ،z − 1 = 0 که زمانی تابع کنید: تعیین را f (z) = z
z−1 دامنه .۲

است. C \ {1} دامنه پاسخ: است.

کنید: بیان y و x حسب بر را f (z) = ez .۳

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y).

.v(x, y) = ex sin y ،u(x, y) = ex cos y پاسخ:

دشوارتر تمرین های ۸ .۱ .۲

می کشند: چالش به را پیشرفته درک مسائل این

کنید. مشخص را آن دامنه و کرده تعریف را log z از شاخه ای .۱

را کوشی‑ریمان معادلات (نکته: نیست تحلیلی جا هیچ در که دهید نشان ،f (z) = zz برای .۲

کنید). بررسی
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نگاشت ها ۲ .۲

نگاشت ها ۲ .۲

تعریف ۱ .۲ .۲

یک S ⊂ C دامنه در z نقطه هر به که است قاعده ای w = f (z) تابع توسط تبدیل یا نگاشت

(که z صفحه از نگاشتی صورت به تبدیل این می دهد. اختصاص f (S) ⊂ C برد در w یکتا نقطه

توابع v(x, y) و u(x, y) آن در که می شود، تجسم (w = u + iv (که w صفحه به (z = x + iy

مجموعه یک تصویر ،w0 = f (z0) با است برابر z0 نقطه یک تصویر هستند. حقیقی مقدار با

مجموعه w0 نقطه یک معکوس تصویر و است، {w = f (z) | z ∈ T} نقاط مجموعه T ⊂ S

باشد. نقطه چند یا نقطه یک خالی، است ممکن که است {z ∈ S | f (z) = w0}

اصلی خواص ۲ .۲ .۲

مختلط صفحه در نواحی و منحنی ها نقاط، تبدیل چگونگی مختلط تحلیل در نگاشت ها خواص

از: عبارتند کلیدی ویژگی های می کند. توصیف را مختلط توابع توسط

معکوس: تصویر و تصویر •

است. w صفحه در متناظر مجموعه یا نقطه ،f تابع تحت مجموعه یا نقطه یک تصویر –

باشد. متفاوت پیچیدگی در می تواند و دارد بستگی f تابع به w0 نقطه یک معکوس تصویر –

نگاشت ها: انواع •

مثال، برای می کند. جابجا b اندازه به را z صفحه کل (b ∈ C (که w = z + b انتقال: –
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نگاشت ها ۲ .۲

می کند. منتقل بالا به واحد یک و راست به واحد یک را صفحه b = 1 + i

برای می چرخاند. θ زاویه اندازه به مبدأ حول را نقاط (θ ∈ R (که w = eiθz چرخش: –

می چرخاند. ساعت عقربه های جهت خلاف درجه ۹۰ را صفحه w = iz مثال،

a > 1 (اگر می کند مقیاس |a| ضریب به را صفحه (a ∈ R (که w = az گسترش: –

می شود). منقبض 0 < a < 1 اگر می یابد، گسترش

به را z = x + iy و می کند، منعکس حقیقی محور به نسبت را نقاط w = z̄ انعکاس: –

می کند. نگاشت w = x − iy

حفظ محلی صورت به را زوایا غیرصفر مشتق های با تحلیلی توابع همدیس: نگاشت های –

است. حیاتی هندسی خواص حفظ برای که می کنند،

به را هذلولوی ها) (مانند خاصی منحنی های w = z2 مانند توابعی هندسی: تبدیل های –

می کنند. تبدیل خطوط) (مانند دیگر اشکال

توضیحی مثال های ۳ .۲ .۲

،u = x2−y2 بنابراین ،w = (x2−y2)+i(2xy) ،z = x+iy برای :w = z2 :۱ مثال •

:z صفحه در .v = 2xy

می شود. نگاشت w صفحه در u = c1 عمودی خط به (هذلولوی) x2 − y2 = c1 منحنی –

می شود. نگاشت v = c2 افقی خط به دیگر) (هذلولوی 2xy = c2 منحنی –

می شود. نگاشت 0 < v < 2 نوار به x > 0, y > 0, xy < 1 دامنه –

می شود. نگاشت 0 ≤ v ≤ 2 بسته نوار به x ≥ 0, y ≥ 0, xy ≤ 1 بسته ناحیه –
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نگاشت ها ۲ .۲

داریم: ،z = reiθ که قطبی، مختصات در

w = r2ei2θ,

اول ربع .(ϕ = 2θ) می شود برابر دو زاویه و (ρ = r2) می رسد دو توان به اندازه بنابراین

می شود. نگاشت ρ ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ π بالایی نیم صفحه به r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π/2

منتقل w = (x + 1) + iy به را z = x + iy نقطه هر :w = z + 1 انتقال :۲ مثال •

دایره ای به |z| = 1 واحد دایره می کند. جابجا راست به واحد یک را z صفحه کل که می کند،

می شود. نگاشت ۱ شعاع و (۰ ،۱) مرکز با

درجه ۹۰ را صفحه w = iz نگاشت ،i = eiπ/2 که آنجا از :w = iz چرخش :۳ مثال •

داریم: ،z = x + iy برای می چرخاند. ساعت عقربه های جهت خلاف

w = i(x + iy) = −y + ix,

v = c افقی خط به x = c عمودی خط می شود. نگاشت (−y, x) به (x, y) نقطه بنابراین

می شود. نگاشت

صورت: به نگاشت ،z = x + iy برای :w = z̄ انعکاس :۴ مثال •

w = x − iy,

پایینی نیم صفحه به y > 0 بالایی نیم صفحه می کند. منعکس حقیقی محور به نسبت را نقاط

می شود. نگاشت v < 0

۱۲۲



نگاشت ها ۲ .۲

نتایج و کاربردها ۴ .۲ .۲

و فیزیک در مرزی مقدار مسائل حل در به ویژه دارند، اساسی نقش مختلط تحلیل در نگاشت ها

(مانند ساده تر نواحی به را نامنظم) نواحی (مانند پیچیده دامنه های همدیس نگاشت های مهندسی.

را الکترواستاتیک یا شاره ها دینامیک در محاسبات و می کنند تبدیل نیم صفحه) یا واحد دیسک

همدیس غیرصفر مشتق های با تحلیلی توابع که است این توجه قابل نتیجه ای می کنند. تسهیل

می کنند. حفظ محلی صورت به را زوایا و هستند

تاریخی زمینه ۵ .۲ .۲

برای را ریمان سطوح که ریمان، برنهارد توسط نوزدهم قرن در مختلط تحلیل در نگاشت ها مطالعه

را شوارتز‑کریستوفل تبدیل که کریستوفل، الوین و شوارتز هرمان و کرد، معرفی چندمقداری توابع

و اویلر اولیه کارهای کرد. پیشرفت دادند، توسعه بالایی نیم صفحه به چندضلعی ها نگاشت برای

کرد. فراهم را مختلط توابع هندسی تفسیر پایه های گاوس

شهود ۶ .۲ .۲

w صفحه به که انعطاف پذیر ورقی عنوان به z صفحه از تجسمی صورت به می توان را نگاشت ها

عمودی خطوط به z صفحه در هذلولوی ها از شبکه ای ،w = z2 برای کرد. تصور می شود، تبدیل

،u = c1 عمودی خطوط به x2 − y2 = c1 هذلولوی های می شود: تبدیل w صفحه در افقی و

را زوایا ،w = r2ei2θ قطبی، شکل در .v = c2 افقی خطوط به 2xy = c2 هذلولوی های و

انتقال می کند. تبدیل مارپیچ ها به را شعاعی خطوط می رساند، دو توان به را فاصله ها و برابر دو
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نگاشت ها ۲ .۲

مبدأ حول را آن w = eiθz چرخش می کند، جابجا یکنواخت طور به را ورق کل w = z + b

برمی گرداند. حقیقی محور روی را آن w = z̄ انعکاس و می چرخاند،
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نگاشت w صفحه در v = c2 افقی خطوط و u = c1 عمودی خطوط به ترتیب به z صفحه در 2xy = c2 و x2 − y2 = c1 هذلولی های .w = z2 تحت نگاشت :۴ .۲ شکل
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می شود. جابجا w صفحه در راست سمت به واحد یک اندازه به z صفحه در واحد دایره .w = z + 1 تحت انتقال :۵ .۲ شکل
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نگاشت ها ۲ .۲

تمرین ها ۷ .۲ .۲

می کنند: تقویت را نگاشت ها درک زیر تمرین های

بیابید: w = z2 نگاشت تحت را y = x خط تصویر .۱

داریم: ،z = x + ix برای پاسخ: •

w = (x + ix)2 = 2ix2.

u = 0, v ≥ 0 غیرمنفی موهومی محور تصویر .x ∈ R که ،v = 2x2 ،u = 0 بنابراین،

است.

کنید: تعیین w = z2 تحت را x = 1 عمودی خط تصویر .۲

داریم: ،z = 1 + iy برای پاسخ: •

w = (1 + iy)2 = (1 − y2) + i(2y).

را u = 1 − v2

4 معادله با سهمی یک این ،y تغییر با .v = 2y ،u = 1 − y2 بنابراین،

می شود. باز چپ به که می کند توصیف

کنید: توصیف w = z + 1 تحت را |z| = 1 واحد دایره تصویر .۳

داریم: ،z = eiθ برای پاسخ: •

w = eiθ + 1.

می کند. منتقل ۱ شعاع و (1, 0) مرکز با دایره ای به را مبدأ در مرکز با واحد دایره این
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نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

دشوارتر تمرین های ۸ .۲ .۲

می کشند: چالش به را نگاشت ها پیشرفته درک مسائل این

تبدیل |w| < 1 واحد دیسک به را =z > 0 بالایی نیم صفحه که بیابید همدیس نگاشت یک .۱

کند.

کنید. تعیین w = sin z نگاشت تحت را 0 < =z < 1 نوار تصویر .۲

نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

تعریف ۱ .۳ .۲

تعریف زیر صورت به ،x, y ∈ R آن در که ،z = x + iy مختلط متغیر یک برای نمایی تابع

می شود:

ez = ex(cos y + i sin y)

صورت: به این قطبی، شکل در

ez = exeiy

w = ez مختلط عدد (ϕ = arg w) آرگومان y و (ρ = |w|) مطلق قدر ex آن در که می شود، بیان

است.
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نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

اصلی خواص ۲ .۳ .۲

هستند: حیاتی آن نگاشت رفتار برای که است اساسی خاصیت چندین دارای نمایی تابع

،z ∈ C همه برای ez+2πi = ez که طوری به ،2πi دوره با است دوره ای تابع بودن: دوره ای •

.ei2π = 1 دلیل به

.z ∈ C همه برای ez 6= 0 ،x ∈ R همه برای ex > 0 که آنجا از صفر: غیر •

می کند، تحلیلی مختلط صفحه جای همه در را آن که است، ez برابر ez مشتق سرتاسری: تابع •

.(ez)′ 6= 0 زیرا می کند تضمین را زاویه) (حفظ همدیسی که خاصیتی

صفر غیر مختلط اعداد همه و می کند، نگاشت C \ {0} به را مختلط صفحه تابع بودن: پوشا •

می دهد. پوشش را

،a < =z ≤ a+2π مانند ،2π عرض با افقی نوار هر در نوارها: در بودن پوشا و یک به یک •

است. C \ {0} به پوشا و یک به یک ez

خطوط نگاشت ۳ .۳ .۲

می کند: تبدیل w صفحه در خاصی منحنی های به را z صفحه در خطوط نمایی، تابع

بنابراین: ،z = c + iy است، ثابت یک c که ،x = c عمودی خط یک برای عمودی: خطوط •

w = ez = eceiy

بنابراین، می کند. تغییر ∞ تا −∞ از که ،arg w = y و ثابت، یک ،|w| = ec اینجا، در
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نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

پیموده بارها بی نهایت طور به که می شود، نگاشت ec شعاع و مبدأ در مرکز با دایره یک به خط

.y تغییر با می شود

بنابراین: ،z = x + id است، ثابت یک d که ،y = d افقی خط یک برای افقی: خطوط •

w = ez = exeid

∞ تا −∞ از x رفتن با ∞ تا ۰ از که ،|w| = ex و ثابت، یک ،arg w = d اینجا، در

مبدأ، خود استثنای به ،d زاویه در مبدأ از منشعب پرتو یک به خط بنابراین، می کند. تغییر

می شود. نگاشت

نواحی نگاشت ۴ .۳ .۲

می کند: نگاشت w صفحه در نواحی به را z صفحه در نواحی نمایی، تابع

به: a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d توسط تعریف شده مستطیل یک مستطیل ها: •

{w = ρeiϕ | ea ≤ ρ ≤ eb, c ≤ ϕ ≤ d}

و ea شعاع با دایره های توسط که است، w صفحه در حلقوی بخش یک این می شود. نگاشت

است؛ یک به یک نگاشت ،d − c < 2π اگر است. شده محدود d و c زوایا در پرتوهای و eb

می دهد. پوشش را C \ {0} ،d − c = 2π اگر

نگاشت =w ≥ 0 بالایی نیم صفحه به ،0 ≤ y ≤ π مانند افقی، نوار یک افقی: نوارهای •

تا ۰ از |w| = ex و ،0 ≤ arg w ≤ π بنابراین ،w = exeiy ،z = x + iy برای می شود.
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نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

C\{0} به یک به یک طور به ،0 ≤ y < 2π مانند ،2π عرض با نوار یک می کند. تغییر ∞
می شود. نگاشت

توضیحی مثال های ۵ .۳ .۲

می کنند: تبدیل را مختلط صفحه نگاشت ها چگونه که می دهند نشان زیر مثال های

که ،w = eiy = cos y + i sin y ،z = iy برای :(x = 0) موهومی محور :۱ مثال •

پیموده بارها بی نهایت طور به واحد دایره کل ،y تغییر با دارد. قرار |w| = 1 واحد دایره روی

می شود.

نگاشت مثبت حقیقی محور به که ،w = ex ،z = x برای :(y = 0) حقیقی محور :۲ مثال •

.x همه برای ex > 0 زیرا می شود،

برای می شود. نگاشت =w > 0 بالایی نیم صفحه به این :0 < y < π نوار :۳ مثال •

پوشش x تغییر با را باز بالایی نیم صفحه که ،0 < arg w < π با ،w = exeiy ،z = x+ iy

می دهد.

،1 ≤ |w| ≤ e, 0 ≤ arg w ≤ π به این :0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ π مستطیل :۴ مثال •

می شود. نگاشت e شعاع با دایره و واحد دایره بین بالایی نیم صفحه در حلقوی بخش یک

نتایج و کاربردها ۶ .۳ .۲

در مرزی مقدار مسائل حل برای ویژه به هستند، بنیادی مختلط تحلیل در نمایی تابع نگاشت های

همدیس نگاشت های آن در که است، پتانسیل نظریه در کلیدی کاربرد یک مهندسی. و فیزیک
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نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

نیم صفحه) یا واحد دیسک مثلا) ساده تر دامنه های به را نامنظم) نواحی مثلا) مختلط دامنه های

چندضلعی ناحیه یک نگاشت مثال، برای می کنند. تسهیل را لاپلاس معادله حل و می کنند، تبدیل

نتیجه یک می کند. ساده را الکترواستاتیک یا شاره ها دینامیک در محاسبات بالایی، نیم صفحه به

صورت به را زوایا و هستند همدیس غیرصفر، مشتق های با تحلیلی توابع که است این توجه قابل

است. ضروری کاربردها این برای که می کنند، حفظ محلی

تاریخی زمینه ۷ .۳ .۲

پیشرفت توجهی قابل طور به ریمان برنهارد توسط نوزدهم قرن در مختلط تحلیل در نگاشت ها مطالعه

هرمان کرد. معرفی آن ها نگاشت های و چندمقداری توابع مدیریت برای را ریمان سطوح که کرد،

نیم صفحه به را چندضلعی ها که دادند، توسعه را شوارتز‑کریستوفل تبدیل کریستوفل، الوین و شوارتز

پایه بر پیشرفت ها این است. همدیس نگاشت نظریه بنای سنگ این و می کند، نگاشت بالایی

کردند. رسمی را مختلط توابع هندسی تفسیر و شد، بنا گاوس و اویلر قبلی کارهای

شهود ۸ .۳ .۲

تبدیل w صفحه به که است انعطاف پذیر ورق یک عنوان به z صفحه تصور شامل نگاشت ها تجسم

بگیرید: نظر در را z صفحه در افقی و عمودی خطوط از شبکه یک ،w = ez برای می شود.

مستطیل یک می کند. تبدیل پرتوها به را افقی خطوط و دایره ها به را عمودی خطوط نگاشت،

ea شعاع با دایره های توسط که می شود، نگاشت حلقوی بخش یک به a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d

را بالایی نیم صفحه 0 ≤ y ≤ π مانند نوار یک است. شده محدود d و c زوایا در پرتوهای و eb و

ماهیت و می دهد، نشان را منحنی نواحی به خطی نواحی تبدیل در تابع توانایی که می دهد، پوشش
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نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

می کند. منعکس را آن دوره ای

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

u

v

w−pⅼane

w−pⅼane (ب)

−2 −1 1 2

π
2

π

3π
2

2π

x

y

z−pⅼane

z−pⅼane (آ)

می شوند. نگاشت e−1, 1, e شعاع های با w صفحه در آبی دایره های به ترتیب به x = −1, 0, 1 در z صفحه در آبی عمودی خطوط .w = ez تحت نگاشت :۶ .۲ شکل
می شود. نگاشت سایه دار حلقوی بخش به سایه دار مستطیل می شوند. نگاشت π

4 , 3π
4 زوایای با قرمز پرتوهای به y = π

4 , 3π
4 در قرمز افقی خطوط
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آبی عمودی خطوط می شود. نگاشت w صفحه در =w > 0 سایه دار بالایی نیم صفحه به z صفحه در سایه دار نوار .w = ez تحت 0 < y < π افقی نوار نگاشت :۷ .۲ شکل
می شوند. نگاشت بالایی نیم صفحه در آبی نیم دایره های به
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نمایی تابع نگاشت های ۳ .۲

تمرین ها ۹ .۳ .۲

می کنند: تقویت را نمایی تابع نگاشت های درک زیر تمرین های

بیابید. w = ez تحت را x = 2 خط تصویر .۱

در مرکز با دایره ای تصویر، .|w| = e2 بنابراین ،w = e2eiy ،z = 2 + iy برای پاسخ: •

است. e2 شعاع و مبدأ

بیابید. w = ez تحت را y = π
2 خط تصویر .۲

محور به که ،w = iex ،x تغییر با .w = exeiπ
2 = exi ،z = x + iπ

2 برای پاسخ: •

.(ex > 0 (زیرا می شود نگاشت مثبت موهومی

کنید. توصیف w = ez تحت را 0 < y < 2π نوار تصویر .۳

.0 < arg w < 2π بنابراین ،0 < y < 2π با ،w = exeiy ،z = x + iy برای پاسخ: •

می دهد. پوشش را C \ {0} و می کند، تغییر ∞ تا ۰ از |w| = ex ،x تغییر با

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۳ .۲

می کشند: چالش به را پیشرفته درک مسائل این

کنید. تعیین w = ez تحت را |z| < 1 ناحیه تصویر .۱

کند، تبدیل |w| < 1 واحد دیسک به را 0 < =z < 1 نوار که بیابید همدیس نگاشت یک .۲

نمایی. تابع از استفاده با احتمالا
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حدود ۴ .۲

حدود ۴ .۲

تعریف ۱ .۴ .۲

هنگامی است w0 ∈ C حد دارای است، شده تعریف z0 نقطه منهای همسایگی یک در که ،f تابع

یک ،ε > 0 هر برای اگر می شود، داده نشان limz→z0 f (z) = w0 با که می کند، میل z0 به z که

که: طوری به باشد داشته وجود δ > 0

0 < |z − z0| < δ =⇒ |f (z) − w0| < ε

نقاط فقط گرفتن نظر در با می شود، تعریف مشابه طور به حد باشد، دامنه مرزی نقطه یک z0 اگر

است. شده تعریف آن ها در f که دامنه در z

اصلی خواص ۲ .۴ .۲

به تطبیق با دارند، همخوانی حقیقی تحلیل با و هستند بنیادی مختلط، تحلیل در حدود خواص

مختلط: صفحه

.w0 = w1 آنگاه ،limz→z0 f (z) = w1 و limz→z0 f (z) = w0 اگر یگانگی: .۱

آن در که ،f (z) = u(x, y) + iv(x, y) تابع برای موهومی: و حقیقی بخش های حد .۲

و اگر دارد وجود limz→z0 f (z) = w0 = u0 + iv0 حد ،z0 = x0 + iy0 و z = x + iy

اگر: تنها

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 و lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0
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حدود ۴ .۲

آنگاه: .limz→z0 g(z) = W0 و limz→z0 f (z) = w0 کنید فرض جبری: خواص .۳

limz→z0(f (z) + g(z)) = w0 + W0 جمع: قانون •

limz→z0(f (z)g(z)) = w0W0 ضرب: قانون •

W0 6= 0 که شرطی به ،limz→z0
f(z)
g(z) = w0

W0
تقسیم: قانون •

خاص: توابع حد .۴

limz→z0 c = c ،c ∈ C هر برای ثابت: تابع •

limz→z0 z = z0 همانی: تابع •

limz→z0 zn = zn
0 ،n ∈ N برای توان: تابع •

limz→z0 P (z) = ،P (z) = a0 + a1z + · · · + anzn چندجمله ای برای چندجمله ای: •

P (z0)

که شرطی به ،limz→z0 R(z) = R(z0) ،R(z) = P (z)
Q(z) گویا تابع برای : گویا تابع •

Q(z0) 6= 0

توضیحی مثال های ۳ .۴ .۲

برای .limz→1 f (z) = i
2 که دهید نشان ،C در تعریف شده ،f (z) = iz

2 تابع برای :۱ مثال .۱

آنگاه: ،0 < |z − 1| < δ اگر کنید. انتخاب را δ = 2ε ،ε > 0 هر
∣∣∣∣∣∣f (z) − i

2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
iz

2
− i

2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
i

2
(z − 1)

∣∣∣∣∣∣ = 1
2
|z − 1| <

1
2
δ = ε
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حدود ۴ .۲

.limz→1 f (z) = i
2 بنابراین،

وجود limz→0 f (z) که دهید نشان ،C \ {0} در تعریف شده ،f (z) = z
z تابع برای :۲ مثال .۲

بگیرید: نظر در را z = 0 به مختلف مسیر دو ندارد.

،x → 0+ با بنابراین ،f (x) = x
x = 1 :(z = x > 0) حقیقی محور امتداد در •

.f (z) → 1

با بنابراین ،f (iy) = iy
−iy = −1 :(z = iy, y > 0) موهومی محور امتداد در •

.f (z) → −1 ،y → 0+

وجود limz→0 f (z) حد ،(۱ − ≠ ۱) است متفاوت مختلف مسیرهای در حدود که آنجا از

ندارد.

z2 + 1 = صورت: عدل ،z 6= i برای کنید. محاسبه را limz→i
z2+1
z−i حد :۳ مثال .۳

بنابراین: .(z − i)(z + i)

z2 + 1
z − i

= (z − i)(z + i)
z − i

= z + i

.limz→i
z2+1
z−i = limz→i(z + i) = i + i = 2i پس،

نتایج و کاربردها ۴ .۴ .۲

فراهم مشتق پذیری و پیوستگی تعریف برای پایه ای و هستند مختلط تحلیل بنای سنگ حدود،

z0 در مشتق پذیری .limz→z0 f (z) = f (z0) اگر است پیوسته z0 نقطه در f تابع یک می کنند.
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حدود ۴ .۲

حد: وجود مستلزم

lim
h→0

f (z0 + h) − f (z0)
h

در کاربردهایی با هستند، حیاتی مختلط سری های و انتگرال ها ارزیابی برای مفاهیم این است.

است این کلیدی نتیجه یک سیگنال). پردازش (مانند مهندسی و شاره ها) دینامیک (مانند فیزیک

ساده ای حدی ارزیابی های نظر) مورد نقطه در غیرصفر مخرج (با گویا توابع و چندجمله ای ها که

می کند. تسهیل را پیچیده سیستم های تحلیل که دارند،

شهود ۵ .۴ .۲

f (z) = به z = x + iy نقطه هر که می شود تصور دوبعدی بوم یک عنوان به مختلط صفحه

نزدیک با که است معنی این به limz→z0 f (z) = w0 حد می شود. نگاشت u(x, y) + iv(x, y)
در f (z) مقادیر مارپیچ—همه یا منحنی مستقیم، خط امتداد در جهتی—خواه هر از z0 به z شدن

شدن نزدیک با ،f (z) = z2 تابع برای مثال، برای می شوند. جمع w0 حول کوچک دیسک یک

نگاشت w = 1 به نزدیک نقاط به z = 1 به نزدیک نقاط و می شود، نزدیک ۱ به f (z) ،۱ به z

w = 1 حقیقی محور امتداد در z = 0 به شدن نزدیک ،f (z) = z
z تابع برای مقابل، در می شوند.

حد وجود عدم نشان دهنده که می دهد، را w = −1 موهومی محور امتداد در که حالی در می دهد، را

است. مسیر به وابستگی دلیل به
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حدود ۴ .۲
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فاصله در f(z1), f(z2), f(z3) نقاط به z0 = 1 از δ = 0.5 فاصله در z1, z2, z3 نقاط .z → 1 که هنگامی f(z) = z2 برای اپسیلون‑دلتا تعریف نمایش :۸ .۲ شکل
می شوند. نگاشت L = 1 از ϵ = 1
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امتداد در نقاط که حالی در می شوند، نزدیک w = 1 به (z1, z2) حقیقی محور امتداد در نقاط .z → 0 که هنگامی f(z) = z̄
z برای مسیر به وابستگی نمایش :۹ .۲ شکل

ندارد. وجود حد می دهد نشان که می شوند، نزدیک w = −1 به (z3, z4) موهومی محور
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حدود قضیه های ۵ .۲

تمرین ها ۶ .۴ .۲

برابر حد است، چندجمله ای یک 3z + 1 که آنجا از کنید. محاسبه را limz→2(3z + 1) حد .۱

با: است

lim
z→2

(3z + 1) = 3(2) + 1 = 7

امتداد در .z
z = x−iy

x+iy ،z = x + iy برای خیر. یا دارد وجود limz→0
z
z آیا که کنید تعیین .۲

که آنجا از .−iy
iy = −1 ،(x = 0) موهومی محور امتداد در .x

x = 1 ،(y = 0) حقیقی محور

ندارد. وجود حد است، متفاوت حدود

،z2 − 1 = (z − 1)(z + 1) کنید: تجزیه را صورت کنید. محاسبه را limz→1
z2−1
z−1 حد .۳

بنابراین:
z2 − 1
z − 1

= z + 1 برای z 6= 1

.limz→1(z + 1) = 1 + 1 = 2 پس،

دشوارتر تمرین های ۷ .۴ .۲

.limz→z0 |f (z)| = |w0| آنگاه ،limz→z0 f (z) = w0 اگر که کنید ثابت .۱

کران دار z0 منهای همسایگی یک در f (z) آنگاه دارد، وجود limz→z0 f (z) اگر که دهید نشان .۲

است.

حدود قضیه های ۵ .۲
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حدود قضیه های ۵ .۲

حد تعریف ۱ .۵ .۲

هنگامی است w0 ∈ C حد دارای است، شده تعریف z0 نقطه منهای همسایگی یک در که ،f تابع

یک ،ε > 0 هر برای اگر می شود، داده نشان limz→z0 f (z) = w0 با که می کند، میل z0 به z که

که: طوری به باشد داشته وجود δ > 0

0 < |z − z0| < δ =⇒ |f (z) − w0| < ε

از صرف نظر می شوند، نزدیک w0 به یکنواخت طور به تابع مقادیر که می کند تضمین تعریف این

می شود. پیموده مختلط صفحه در که مسیری

حقیقی حدود با ارتباط :۱ قضیه ۲ .۵ .۲

،z0 = x0 + iy0 و ،z = x + iy آن در که ،f (z) = u(x, y) + iv(x, y) تابع برای

اگر: تنها و اگر دارد وجود limz→z0 f (z) = w0 حد ،w0 = u0 + iv0

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = u0 و lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = v0

برهان:

به دارد وجود δ > 0 ،ε > 0 هر برای .limz→z0 f (z) = w0 کنید فرض جلو: به رو جهت •

|u−u0| ≤ |f (z)−w0| که آنجا از .0 < |z−z0| < δ هرگاه |f (z)−w0| < ε که طوری

می کنند. برآورده را خود حد شرایط موهومی و حقیقی بخش های ،|v −v0| ≤ |f (z)−w0| و

،lim(x,y)→(x0,y0) v(x, y) = v0 و lim(x,y)→(x0,y0) u(x, y) = u0 اگر معکوس: جهت •
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حدود قضیه های ۵ .۲

0 < هرگاه |u − u0| < ε/2 که طوری به دارند وجود δ1, δ2 > 0 ،ε > 0 هر برای آنگاه

،δ = min(δ1, δ2) گرفتن با .v برای مشابه طور به و ،
√
(x − x0)2 + (y − y0)2 < δ1

داریم:

|f (z)−w0| =
√
(u − u0)2 + (v − v0)2 ≤ |u−u0|+|v−v0| < ε/2+ε/2 = ε

حدود جبری خواص :۲ قضیه ۳ .۵ .۲

آنگاه: ،limz→z0 g(z) = M و limz→z0 f (z) = L اگر

limz→z0[f (z) + g(z)] = L + M .۱

limz→z0[f (z) − g(z)] = L − M .۲

limz→z0 f (z)g(z) = LM .۳

M 6= 0 که شرطی به ،limz→z0
f(z)
g(z) = L

M .۴

که: طوری به دارند وجود δ1, δ2 > 0 ،ε > 0 برای جمع: قانون برای برهان طرح

0 < |z − z0| < δ1 هرگاه |f (z) − L| < ε/2 •

0 < |z − z0| < δ2 هرگاه |g(z) − M | < ε/2 •

:0 < |z − z0| < δ برای ،δ = min(δ1, δ2) گرفتن با

|(f (z) + g(z)) − (L + M)| ≤ |f (z) − L| + |g(z) − M | < ε/2 + ε/2 = ε
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حدود قضیه های ۵ .۲

روی کران ها و مثلثی نابرابری های از استفاده با مشابه طور به تقسیم و ضرب کسر، برهان های

می شوند. دنبال تقسیم قانون برای |g(z)|

حدود یگانگی :۳ قضیه ۴ .۵ .۲

.L 6= M کنید فرض برهان: .L = M آنگاه ،limz→z0 f (z) = M و limz→z0 f (z) = L اگر

|f (z) − L| < ε که طوری به دارند وجود δ1, δ2 > 0 .ε = |L − M |/2 > 0 بگذارید

با z برای .0 < |z − z0| < δ2 برای |f (z) − M | < ε و ،0 < |z − z0| < δ1 برای

:0 < |z − z0| < min(δ1, δ2)

|L − M | = |(L − f (z)) + (f (z) − M)| ≤ |L − f (z)| + |f (z) − M |

< ε + ε = 2ε = |L − M |

.L = M اینکه مگر است تناقض که ،|L − M | < |L − M | که می دهد نشان این

بی نهایت شامل حدود ۵ .۵ .۲

می شوند. تعریف C ∪ {∞} گسترده مختلط صفحه در بی نهایت شامل حدود مختلط، تحلیل در

به باشد داشته وجود R > 0 ،ε > 0 هر برای اگر limz→∞ f (z) = L :z → ∞ در حد .۱

که: طوری

|z| > R =⇒ |f (z) − L| < ε

باشد داشته وجود δ > 0 ،M > 0 هر برای اگر limz→z0 f (z) = ∞ بی نهایت: برابر حد .۲
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حدود قضیه های ۵ .۲

که: طوری به

0 < |z − z0| < δ =⇒ |f (z)| > M

limz→∞ f (z) = 0 و ،|1
z | = 1

|z| → ∞ زیرا limz→0 f (z) = ∞ ،f (z) = 1
z برای مثال:

.|1
z | → 0 زیرا

توضیحی مثال های ۶ .۵ .۲

اگر آنگاه، کنید. انتخاب را δ = ε/2 ،ε > 0 برای .limz→1(2z + 3) = 5 که دهید نشان .۱

،0 < |z − 1| < δ

|(2z + 3) − 5| = |2z − 2| = 2|z − 1| < 2δ = ε

.x
x = 1 :(x → 0+ ،z = x) حقیقی محور امتداد در دارد. وجود limz→0

z
z آیا که کنید تعیین .۲

است، متفاوت حدود که آنجا از .iy
iy = −1 :(y → 0+ ،z = iy) موهومی محور امتداد در

ندارد. وجود حد

limz→i(z+i) = بنابراین، .z2+1
z−i = z+i ،z 6= i برای کنید. محاسبه را limz→i

z2+1
z−i حد .۳

.2i

نتایج و کاربردها ۷ .۵ .۲

است پیوسته z0 در f تابع هستند. مختلط تحلیل در مشتق پذیری و پیوستگی پایه حدود، قضیه های

تعریف f ′(z0) = limh→0
f(z0+h)−f(z0)

h صورت به z0 در مشتق .limz→z0 f (z) = f (z0) اگر
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حدود قضیه های ۵ .۲

(مانند فیزیک در کاربردها و مسیر روی انتگرال گیری تحلیلی، توابع مطالعه برای مفاهیم این می شود.

که است این کلیدی نتیجه ای هستند. حیاتی سیگنال) پردازش (مانند مهندسی و شاره ها) دینامیک

دارند. ساده ای حدی ارزیابی های غیرصفر) مخرج (با گویا توابع و چندجمله ای ها

تاریخی زمینه ۸ .۵ .۲

گرفت. شکل وایرشتراس کارل و کوشی گوستین‑لویی آ توسط نوزدهم قرن در حدود دقیق تعریف

فرمول بندی با وایرشتراس که کرد، معرفی را حد مدرن مفهوم تحلیل کتاب در ۱۸۲۱ سال در کوشی

یافتند گسترش مختلط متغیر توابع به ایده ها این مختلط، تحلیل در کرد. اصلاح را آن اپسیلون‑دلتا

دادند. تشکیل را مختلط انتگرال گیری و تحلیلی توابع نظریه پایه و

شهود ۹ .۵ .۲

حول کوچک دیسک هر برای که است معنی این به limz→z0 f (z) = w0 حد مختلط، صفحه در

داخل به دیسک این در نقاط همه که طوری به دارد وجود (z0 خود جز (به z0 حول دیسکی ،w0

صدق منحنی، یا مستقیم خط چه ،z0 به مسیری هر برای این می شوند. نگاشت w0 حول دیسک

صورت به که می شود، نزدیک L به f (z) مبدأ، از z شدن دور با بی نهایت، در حدود برای می کند.

می شود. تجسم مختلط صفحه مرز در L نزدیکی در تثبیت
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از ϵ = 1 فاصله در نقاطی به z0 = i از δ = 0.5 فاصله در z1, z2, z3 نقاط .z → i که هنگامی f(z) = z2 حد برای اپسیلون‑دلتا تعریف نمایش :۱۰ .۲ شکل
می شوند. نگاشت w0 = −1
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،=(z) < 0 اگر f(z) = z +1 و =(z) ≥ 0 اگر f(z) = z برای راست: است. پیوسته مسیر تصویر ،f(z) = z برای چپ: ناپیوسته. و پیوسته توابع مقایسه :۱۲ .۲ شکل
دارد. پرش یک z = 0 در تصویر

تمرین ها ۱۰ .۵ .۲

کنید. محاسبه را limz→3(z2 − 4z + 5) حد .۱

.(3)2 − 4(3) + 5 = 9 − 12 + 5 = 2 پاسخ: •

دارد. وجود limz→0
|z|
z آیا که کنید تعیین .۲

منفی حقیقی محور امتداد در . |x|
x = 1 :(z = x > 0) حقیقی محور امتداد در پاسخ: •

ندارد. وجود حد . |x|
x = −1 :(z = x < 0)

کنید. محاسبه را limz→2i
z−2i
z2+4 حد .۳

.limz→2i
1

z+2i = 1
4i = − i

4 بنابراین، .z−2i
z2+4 = 1

z+2i ،z 6= 2i برای پاسخ: •

کنید. محاسبه را limz→∞
3z+2
z+1 حد .۴
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بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

.3+2
z

1+1
z

→ 3 :z بر تقسیم پاسخ: •

کنید. تعیین را limz→0
1
z2 حد .۵

.limz→0
1
z2 = ∞ بنابراین ،| 1

z2 | = 1
|z|2 → ∞ پاسخ: •

دشوارتر تمرین های ۱۱ .۵ .۲

.limz→z0 |f (z)| = |L| آنگاه ،limz→z0 f (z) = L اگر که کنید ثابت .۱

کران دار z0 منهای همسایگی یک در f (z) آنگاه دارد، وجود limz→z0 f (z) اگر که دهید نشان .۲

است.

.limz→∞ f (z) = ∞ که دهید نشان ،n درجه با f (z) چندجمله ای یک برای .۳

بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

تعریف ۱ .۶ .۲

نشان ∞ با که را، بی نهایت در نقطه ریمان، کره یا گسترده شده، مختلط صفحه مختلط، تحلیل در

صفحه که جایی می شود، تصور واحد کره یک شمال قطب عنوان به که می شود، شامل می شود، داده

شامل ∞ از همسایگی یک می شود. پروژه بعدی) سه (تصویری استرئوگرافیک صورت به مختلط

بزرگ. R > 0 یک برای |z| > R که است z نقاط تمام

limz→∞ f (z) = L با که دارد، z → ∞ هنگام را L ∈ C حد f تابع :z → ∞ هنگام حد •

۱۴۶



بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

که: طوری به باشد داشته وجود M > 0 ،ϵ > 0 هر برای اگر می شود، داده نشان

|z| > M =⇒ |f (z) − L| < ϵ

وجود δ > 0 ،K > 0 هر برای اگر است برقرار limz→z0 f (z) = ∞ حد :∞ با برابر حد •

که: طوری به باشد داشته

0 < |z − z0| < δ =⇒ |f (z)| > K

هر برای اگر است برقرار limz→∞ f (z) = ∞ حد :∞ با برابر z → ∞ هنگام حد •

که: طوری به باشد داشته وجود M > 0 ،K > 0

|z| > M =⇒ |f (z)| > K

اصلی خواص ۲ .۶ .۲

ناشی گسترده شده مختلط صفحه هندسه و آنها تعاریف از بی نهایت در نقطه شامل حدود خواص

می شوند:

معکوس: توابع با معادل ها .۱

limz→z0 f (z) = ∞ ⇐⇒ limz→z0
1

f(z) = 0 •

w = 1
z آن در که ،limz→∞ f (z) = L ⇐⇒ limw→0 f

(
1
w

)
= L •

limz→∞ f (z) = ∞ ⇐⇒ limw→0 f
(

1
w

)
= ∞ •
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بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

می کنند، استفاده می کند، نگاشت برعکس و ∞ به را z = 0 که ،w = 1
z تبدیل از معادل ها این

می کند. تضمین را گسترده شده مختلط صفحه در ادامه پذیری که

چندجمله ای هایی Q(z) و P (z) آن در که ،f (z) = P (z)
Q(z) گویا تابع یک برای : گویا توابع حدود .۲

ترتیب: به هستند، n و m درجات با

.limz→∞ f (z) = 0 آنگاه ،m < n اگر •

و P (z) اولیه ضرایب bn و am آن در که ،limz→∞ f (z) = am

bn
آنگاه ،m = n اگر •

هستند. Q(z)

.limz→∞ f (z) = ∞ آنگاه ،m > n اگر •

آنگاه: ،limz→∞ g(z) = M و limz→∞ f (z) = L اگر جبری: خواص .۳

limz→∞(f (z) + g(z)) = L + M •

limz→∞(f (z)g(z)) = LM •

M 6= 0 که شرطی به ،limz→∞
f(z)
g(z) = L

M •

توضیحی مثال های ۳ .۶ .۲

کنید. محاسبه را limz→∞
3z2−2z

z2−iz+8 حد :۱ مثال .۱

کنید: تقسیم z2 بر را مخرج و صورت •

lim
z→∞

3 − 2
z

1 − i
z + 8

z2
= 3 − 0

1 − 0 + 0
= 3
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بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

اولیه ضرایب نسبت برابر حد بنابراین ،(۲ دو (هر هستند برابر مخرج و صورت درجات •

.3
1 = 3 است:

.limz→0
[
1
z

]2 = ∞ که دهید نشان :۲ مثال .۲

آنگاه: ،0 < |z| < δ اگر کنید. انتخاب را δ = 1√
K

،K > 0 هر برای •
∣∣∣∣∣∣∣

1
|z|2

∣∣∣∣∣∣∣ = 1
|z|2

>
1
δ2 = K

است. ∞ حد بنابراین، •

کنید. تعیین را limz→∞ sin z حد :۳ مثال .۳

،|z| → ∞ هنگام ،sin z = sin(x+iy) = sin x cosh y+i cos x sinh y که آنجا از •

y = 0 اگر نوسانی یا ،y 6= 0 اگر نمایی صورت به را | sin z| که باشد، بزرگ می تواند y

ندارد. وجود بنابراین است، وابسته مسیر به حد می دهد. افزایش

نتایج و کاربردها ۴ .۶ .۲

هستند: ضروری مختلط تحلیل در ناپیوستگی ها طبقه بندی برای بی نهایت در نقطه شامل حدود

و محدود limz→z0(z − z0)kf (z) اگر دارد z0 در k درجه از قطبی f (z) تابع قطب ها: •

باشد. غیرصفر

واحد مقدار یک به limz→z0 f (z) مثلا) باشد پیچیده حد رفتار اگر اساسی: ناپیوستگی های •

توصیف کاسوراتی‑وایرشتراس قضیه توسط که است، اساسی ناپیوستگی نمی رسد)، بی نهایت یا
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بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

می شود.

برای را محاسبات ∞ در باقی مانده مسیر، روی انتگرال گیری در بی نهایت: در باقی مانده ها •

ساده الکترواستاتیک، و شاره ها دینامیک کاربردهای در ویژه به بسته، مسیرهای روی انتگرال ها

می کند.

نگاشت های برای که می کنند، تسهیل را بزرگ دامنه های در تابع رفتار تحلیل همچنین حدود این

است. ضروری مهندسی و فیزیک در مرزی مسائل حل و همدیس

تاریخی زمینه ۵ .۶ .۲

شکل ریمان کره معرفی طریق از نوزدهم قرن میانه در ریمان برنهارد توسط بی نهایت در نقطه مفهوم

مختلط صفحه در واحد نقطه یک عنوان به بی نهایت درمان برای هندسی ای چارچوب که گرفت،

بنا حدود درباره وایرشتراس و کوشی زودتر کارهای پایه بر که نوآوری، این کرد. فراهم گسترده شده

ناپیوستگی ها و نگاشت ها حدود، برای یکپارچه رویکردی کردن فراهم با را مختلط تحلیل بود، شده

کرد. دگرگون بی نهایت، شامل

شهود ۶ .۶ .۲

عنوان به را مختلط صفحه می دهد. ارائه بی نهایت در نقطه شامل حدود از زنده تصویری ریمان، کره

نقاطی و جنوب قطب در مبدأ با می شود، پروژه واحد کره یک روی که کنید تصور صاف برگ یک

هنگامی ،limz→∞ f (z) = L برای می شوند. نزدیک ،∞ نماینده شمال، قطب به |z| → ∞ که

متناظر کره روی نقطه ای به که می شود، نزدیک w صفحه در L به f (z) می شود، دور مبدأ از z که
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بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

شمال قطب به f (z) می شود، نزدیک z0 به z که هنگامی ،limz→z0 f (z) = ∞ برای است.

است. بی نهایت رشد نشان دهنده که می رود،
∞

0

z = 0

p0

z1

p1

z2

p2

به نزدیک p2 و p1 نقاط به بزرگ |z| با z2 و z1 نقاط که حالی در می شود، نگاشت p0 جنوب قطب به مختلط صفحه در z = 0 نقطه ریمان. کره شماتیک طرح :۱۳ .۲ شکل
می شوند. نگاشت ∞ شمال قطب
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w−pⅼane: ⅽirⅽⅼe |w| = 0.1 for w = 1/z
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−10
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Re(z)

Im(z)

z−pⅼane: ⅽirⅽⅼe |z| = 10

می شود. نگاشت |w| = 0.1 به |z| = 10 دایره می شود. نزدیک ۰ به w = 1/z مقدار ،|z| افزایش با :۱۴ .۲ شکل
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بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲
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می شود. نگاشت |w| = 10 به |z| = 0.1 دایره می شود. نزدیک ∞ به w = 1/z مقدار ،۰ به z شدن نزدیک با :۱۵ .۲ شکل
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در و ،w = −1 به (آبی) موهومی محور امتداد در ،w = 1 به (قرمز) حقیقی محور امتداد در نقاط .z → 0 که هنگامی f(z) = z̄
z برای مسیر به وابستگی :۱۶ .۲ شکل

ندارد. وجود حد می دهد نشان که می شوند، نگاشت w = −i به (سبز) y = x امتداد
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بی نهایت در نقطه شامل حدود ۶ .۲

تمرین ها ۷ .۶ .۲

کنید. محاسبه را limz→∞
z2+iz
2z2−1 حد .۱

کنید: تقسیم z2 بر را مخرج و صورت پاسخ: •

lim
z→∞

1 + i
z

2 − 1
z2

= 1 + 0
2 − 0

= 1
2

.limz→1
1

(z−1)2 = ∞ که دهید نشان .۲

آنگاه: ،0 < |z − 1| < δ اگر کنید. انتخاب را δ = 1√
K

،K > 0 برای پاسخ: •
∣∣∣∣∣∣∣

1
(z − 1)2

∣∣∣∣∣∣∣ = 1
|z − 1|2

>
1
δ2 = K

کنید. تعیین را limz→∞ ze−z حد .۳

بنابراین ،z → ∞ از سریع تر e−z → 0 ،Re(z) > 0 اگر ،|z| → ∞ هنگام پاسخ: •

به حد که آنجا از است. ∞ حد بنابراین ،e−z → ∞ ،Re(z) < 0 اگر است. صفر حد

ندارد. وجود است، وابسته مسیر

دشوارتر تمرین های ۸ .۶ .۲

.limz→∞ p(z) = ∞ ،n ≥ 1 درجه با p(z) چندجمله ای یک برای که کنید ثابت .۱

deg(p) = deg(q) با چندجمله ای هایی q و p آن در که ،f (z) = p(z)
q(z) گویا تابع یک برای .۲
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پیوستگی ۷ .۲

به هستند، q و p اولیه ضرایب b و a آن در که ،limz→∞ f (z) = a
b که دهید نشان هستند،

ترتیب.

دهید. توضیح دارد؟ وجود آیا کنید. بررسی را limz→∞ ez2 حد رفتار .۳

پیوستگی ۷ .۲

تعریف ۱ .۷ .۲

عدد ،ϵ > 0 هر برای اگر است پیوسته z0 ∈ D نقطه در ،D ⊆ C آن در که ،f : D → C تابع

آنگاه: ،|z − z0| < δ اگر ،z ∈ D همه برای که طوری به باشد داشته وجود δ > 0

|f (z) − f (z0)| < ϵ

اگر: است پیوسته z0 در f معادل، طور به

باشد، داشته وجود limz→z0 f (z) حد .۱

باشد، شده تعریف f (z0) .۲

.limz→z0 f (z) = f (z0) .۳

f (z) = تابع برای باشد. پیوسته S از نقطه هر در اگر است پیوسته S ⊆ D مجموعه در تابع

دو هر که دارد نیاز z0 = x0 + iy0 در پیوستگی ،z = x + iy آن در که ،u(x, y) + iv(x, y)
باشند. پیوسته حقیقی نظر از (x0, y0) در v(x, y) و u(x, y)
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پیوستگی ۷ .۲

اصلی خواص ۲ .۷ .۲

صفحه به اما هستند، حقیقی تحلیل در پیوسته توابع خواص به شبیه مختلط، پیوسته توابع خواص

شده اند: داده تعمیم مختلط

آنگاه: باشند، پیوسته z0 در g و f اگر جبری: عملیات .۱

هستند. پیوسته z0 در f · g و ،f − g ،f + g •

.g(z0) 6= 0 که شرطی به است، پیوسته z0 در f
g •

پیوسته z0 در g ◦ f آنگاه باشد، پیوسته f (z0) در g و باشد پیوسته z0 در f اگر ترکیب: .۲

است.
P (z)
Q(z) گویا توابع هستند. پیوسته C جای همه در چندجمله ای ها : گویا توابع و چندجمله ای ها .۳

هستند. پیوسته Q(z) 6= 0 که جایی در

تحلیلی دلیل به شده اند، تعریف که جایی در cos z و ،sin z ،ez مانند توابعی پایه: توابع .۴

هستند. پیوسته بودنشان،

زیرا: است، پیوسته z0 در f آنگاه باشد، مشتق پذیر z0 در f اگر مشتق پذیری: با رابطه .۵

lim
z→z0

[f (z) − f (z0)] = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

(z − z0)
 = f ′(z0) · 0 = 0

S محدود) و (بسته متراکم مجموعه روی f اگر متراکم: مجموعه های روی بودن محدود .۶

می گیرد. S روی را خود کمینه و بیشینه و است محدود f آنگاه باشد، پیوسته
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پیوستگی ۷ .۲

توضیحی مثال های ۳ .۷ .۲

چندجمله ای پیوستگی :۱ مثال .۱

:z0 = 1 + i در پیوستگی دادن نشان برای بگیرید. نظر در را f (z) = z2 + 2z + 1 تابع

lim
z→1+i

(z2 +2z+1) = (1+i)2 +2(1+i)+1 = (1+2i−1)+2+2i+1 = 2+4i

پیوسته z0 در f است، f (1 + i) برابر و دارد وجود حد و ،f (1 + i) = 2 + 4i که آنجا از

است. پیوسته جا همه در است، چندجمله ای یک که آنجا از است.

گویا تابع :۲ مثال .۲

:z0 = 0 مثلا ،z0 6= i برای بگیرید. نظر در را f (z) = 1
z−i تابع

lim
z→0

1
z − i

= 1
0 − i

= −i

است. پیوسته z = i جز به جا همه در آن است. پیوسته z = 0 در f ،f (0) = −i که آنجا از

غیرپیوسته تابع :۳ مثال .۳

:z = 0 در بگیرید. نظر در را f (z) =


z
z , z 6= 0

0, z = 0
تابع
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پیوستگی ۷ .۲

.limx→0+ f (x) = 1 بنابراین ،f (x) = x
x = 1 :(z = x) حقیقی محور امتداد در •

limy→0+ f (iy) = بنابراین ،f (iy) = −iy
iy = −1 :(z = iy) موهومی محور امتداد در •

.−1

پیوسته z = 0 در f بنابراین ندارد، وجود limz→0 f (z) است، وابسته مسیر به حد که آنجا از

نیست.

نتایج و کاربردها ۴ .۷ .۲

امکان: که است، مختلط تحلیل بنای سنگ پیوستگی،

مطالعه پایه که هستند، پیوسته هستند، مشتق پذیر منطقه یک در که تحلیلی، توابع مشتق پذیری: •

است. مختلط توابع

می گیرند، را خود کمینه و بیشینه متراکم، مجموعه های روی پیوسته توابع افراطی: مقدار قضیه •

است. مفید بهینه سازی مسائل در که

صفحه در مسیرها روی انتگرال ها که می کند تضمین پیوستگی مسیر: روی انتگرال گیری •

(مانند مهندسی و شاره ها) دینامیک (مانند فیزیک کاربردهای در که شده اند، تعریف مختلط

است. حیاتی سیگنال) پردازش

بودن محدود مانند را، پیوسته توابع خواص همه تحلیلی، توابع که است این کلیدی نتیجه یک

می کند. تسهیل را سختگیرانه تحلیل که می برند، ارث به متراکم، مجموعه های روی
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پیوستگی ۷ .۲

تاریخی زمینه ۵ .۷ .۲

کارهای با اما گرفت، شکل دالامبر لوروند ژان و اویلر لئونارد توسط هجدهم قرن در پیوستگی مفهوم

رسید. خود کامل شکل به کرد، معرفی را حد دقیق تعریف که نوزدهم، قرن در کوشی گوستین‑لویی آ

بررسی به که یافت، توسعه وایرشتراس کارل و ریمان برنهارد توسط مفهوم این مختلط، تحلیل در

کرد. کمک مختلط صفحه در مختلط توابع خواص

شهود ۶ .۷ .۲

نزدیکی در تابع می کند تضمین که کرد، تصور صاف کننده خاصیت یک عنوان به می توان را پیوستگی

جا همه در که ،f (z) = z2 تابع مثال، برای باشد. داشته شکاف بدون و نرم رفتاری نقطه هر

قطعی. هیچ بدون می کند، نگاشت w = 1 نزدیک نقاط به را z = 1 نزدیک نقاط است، پیوسته

می شود، نزدیک صفر به z که هنگامی زیرا نیست، پیوسته z = 0 در f (z) = 1
z تابع مقابل، در

می رود. بی نهایت به f (z)
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پیوستگی ۷ .۲
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f(z0) از ϵ = 1 فاصله در نقاطی به z0 از δ = 0.5 فاصله در z1, z2, z3 نقاط .z0 = 1 + i در f(z) = z2 پیوستگی برای اپسیلون‑دلتا تعریف نمایش :۱۷ .۲ شکل
می شوند. نگاشت
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و ،w = −1 به (آبی) موهومی محور امتداد در ،w = 1 به (قرمز) حقیقی محور امتداد در نقاط .z → 0 که هنگامی f(z) = z̄
z برای مسیر به وابستگی نمایش :۱۸ .۲ شکل

است. ناپیوسته z = 0 در f بنابراین و ندارد وجود حد می دهد نشان که می شوند، نگاشت w = −i به (سبز) y = x امتداد در
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پیوستگی ۷ .۲

تمرین ها ۷ .۷ .۲

است. پیوسته جا همه در f (z) = z3 − 3z2 + 2z که دهید نشان .۱

مختلط صفحه جای همه در چندجمله ای ها و است، چندجمله ای یک f (z) که آنجا از پاسخ: •

است. پیوسته جا همه در f (z) هستند، پیوسته

کنید. بررسی را پیوستگی و کنید محاسبه را limz→i
z2+1
z−i حد .۲

بنابراین، .(z 6= i (برای z2+1
z−i = (z−i)(z+i)

z−i = z + i کنید: بازنویسی را صورت پاسخ: •

است)، صفر (مخرج است نشده تعریف f (i) که آنجا از .limz→i(z + i) = i + i = 2i

نیست. پیوسته z = i در f

نیست. پیوسته z = 0 در f (z) =


z
z , z 6= 0

0, z = 0
که دهید نشان .۳

محور امتداد در و ،f (x) = 1 حقیقی، محور امتداد در .f (z) = z
z ،z 6= 0 برای پاسخ: •

ندارد، وجود limz→0 f (z) است، وابسته مسیر به حد که آنجا از .f (iy) = −1 موهومی،

نیست. پیوسته z = 0 در f بنابراین

دشوارتر تمرین های ۸ .۷ .۲

محدود D روی f آنگاه باشد، محدود و بسته D و باشد پیوسته D در f اگر که کنید ثابت .۱

است.

کمینه و بیشینه f آنگاه باشد، محدود و بسته D و باشد پیوسته D در f اگر که دهید نشان .۲
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مشتقات ۸ .۲

می گیرد. D روی را خود

مشتقات ۸ .۲

تعریف ۱ .۸ .۲

داشته وجود زیر حد اگر است مشتق پذیر z0 ∈ D نقطه در ،D ⊆ C آن در که ،f : D → C تابع

باشد:

f ′(z0) = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

:∆z = z − z0 از استفاده با معادل، طور به

f ′(z0) = lim
∆z→0

f (z0 + ∆z) − f (z0)
∆z

از را مختلط مشتق گیری ویژگی این که باشد، z0 به z شدن نزدیک مسیر از مستقل باید حد این

مختلط. صفحه دوبعدی ماهیت دلیل به می کند، متمایز حقیقی مشتق گیری

کوشی‑ریمان معادلات ۲ .۸ .۲

z0 = x0+iy0 در بودن مشتق پذیر ،z = x+iy آن در که ،f (z) = u(x, y)+iv(x, y) تابع برای

کوشی‑ریمان معادلات شدن برآورده و (x0, y0) در ux, uy, vx, vy جزئی مشتقات وجود نیازمند

است:
∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
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مشتق: با است، مشتق پذیر z0 در f باشند، پیوسته جزئی مشتقات و باشند برقرار معادلات این اگر

f ′(z0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0) = vy(x0, y0) − iuy(x0, y0)

است. مسیر از مستقل مشتق که می کنند تضمین معادلات این

مشتق گیری قوانین ۳ .۸ .۲

مشتق پذیر که توابعی برای و هستند، حقیقی تحلیل مشابه مختلط، توابع برای مشتق گیری قوانین

می شوند: اعمال باشند،

آنگاه: باشند، مشتق پذیر z در g و f اگر جمع: قانون .۱

(f + g)′(z) = f ′(z) + g′(z)

آنگاه: باشند، مشتق پذیر z در g و f اگر ضرب: قانون .۲

(f · g)′(z) = f ′(z)g(z) + f (z)g′(z)

آنگاه: ،g(z) 6= 0 و باشند مشتق پذیر z در g و f اگر تقسیم: قانون .۳
f

g


′
(z) = f ′(z)g(z) − f (z)g′(z)

[g(z)]2

آنگاه: باشد، مشتق پذیر g(z) در f و باشد مشتق پذیر z در g اگر زنجیره ای: قانون .۴

(f ◦ g)′(z) = f ′(g(z)) · g′(z)

۱۶۲



مشتقات ۸ .۲

:n ∈ Z برای توان: قانون .۵
d

dz
zn = nzn−1

:c ∈ C ثابت برای نمایی: قانون .۶

d

dz
ecz = cecz

مثلثاتی: قوانین .۷
d

dz
sin z = cos z,

d

dz
cos z = − sin z

لگاریتم: مشخص شده شاخه برای لگاریتم: قانون .۸

d

dz
log z = 1

z

می کنند. تسهیل را استاندارد مختلط توابع مشتقات محاسبه قوانین، این

توضیحی مثال های ۴ .۸ .۲

کنید: محاسبه را مشتق ،f (z) = z3 − 2z + 1 برای چندجمله ای: .۱

f ′(z) = d

dz
(z3 − 2z + 1) = 3z2 − 2

:f (z) = e2z برای نمایی: .۲

f ′(z) = 2e2z

۱۶۳



مشتقات ۸ .۲

:f (z) = sin z برای مثلثاتی: .۳

f ′(z) = cos z

،u(x, y) = x2−y2 آن در که ،f (z) = z2 = x2−y2+i2xy برای کوشی‑ریمان: تأیید .۴

:v(x, y) = 2xy

ux = 2x = vy, uy = −2y = −vx = −2y

جا همه در f بنابراین پیوسته اند، جزئی مشتقات و هستند برقرار کوشی‑ریمان معادلات

با: است، مشتق پذیر

f ′(z) = ux + ivx = 2x + i2y = 2z

:v = −y ،u = x آن در که ،f (z) = z = x − iy برای غیرمشتق پذیر: تابع .۵

ux = 1, vy = −1, uy = 0, vx = 0

نیست. مشتق پذیر جا هیچ در f ،ux 6= vy که آنجا از

مشتقات خواص ۵ .۸ .۲

زیرا: است، پیوسته z0 در باشد، مشتق پذیر z0 در f اگر پیوستگی: •

lim
z→z0

[f (z) − f (z0)] = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

(z − z0)
 = f ′(z0) · 0 = 0
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مشتق پذیر بار بی نهایت است، مشتق پذیر باز مجموعه یک در که تابعی بی نهایت: مشتق پذیری •

است. هولومورف توابع نشانه که است،

توانی سری با و است تحلیلی است، مشتق پذیر باز مجموعه یک در که تابعی بودن: تحلیلی •

مختلط. تحلیل به منحصر خاصیتی است، نمایش قابل

می دهد نشان را محلی خطی تبدیل یک باشد، غیرصفر اگر ،f ′(z0) مشتق همدیس: نگاشت •

می کند. حفظ را زوایا و است arg f ′(z0) با چرخش و |f ′(z0)| با مقیاس دهی شامل که

نتایج و کاربردها ۶ .۸ .۲

آنها مشتق پذیرند. باز مجموعه های در که هستند، (تحلیلی) هولومورف توابع تعریف پایه مشتقات،

امکان:

به پیچیده دامنه های تبدیل برای الکترواستاتیک و شاره ها دینامیک در همدیس: نگاشت های •

می شوند. استفاده ساده تر اشکال

شرایط در بسته مسیرهای روی انتگرال ها که می کند تضمین مشتق پذیری کوشی: انتگرال قضیه •

است. حیاتی مختلط انتگرال گیری در که شوند، صفر خاصی

در تحلیل که شوند، داده نمایش توانی سری های با می توانند مشتق پذیر توابع توانی: سری های •

می کند. تسهیل را مهندسی و فیزیک

خاصیتی هستند، تحلیلی و مشتق پذیر بار بی نهایت هولومورف، توابع که است این کلیدی نتیجه یک

نیست. صادق کلی طور به حقیقی تحلیل در که
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تاریخی زمینه ۷ .۸ .۲

انتگرال قضیه که کوشی، گوستین‑لویی آ توسط نوزدهم قرن در مختلط تحلیل در مشتقات مفهوم

یافت. توسعه بود، ریمان سطوح و توابع نظریه بر کارش که ریمان، برنهارد و کرد، معرفی را خود

کرد. ایجاد مختلط مشتق گیری برای دقیقی چارچوب آنها مشارکت های

شهود ۸ .۸ .۲

می دهد. نشان را z0 نزدیکی در f (z) برای خطی تقریب بهترین مختلط، تحلیل در f ′(z0) مشتق

.f (z0+∆z) ≈ f (z0)+f ′(z0)∆z آن در که کنید تصور دوبعدی بومی عنوان به را مختلط صفحه

|f ′(z0)| =
√

a2 + b2 با که می کند، عمل مختلط عدد یک عنوان به f ′(z0) = a+ ib اینجا، در

در ،f (z) = z2 برای مثال، برای می چرخاند. arg f ′(z0) = tan−1(b/a) با و می دهد مقیاس

و می چرخاند، π/4 با و می دهد مقیاس
√

8 با که ،f ′(z0) = 2(1 + i) = 2 + 2i ،z0 = 1 + i

می کند. حفظ را محلی هندسه
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z−z0

تفاضلی خارج قسمت ،f(z) = z2 برای :۱۹ .۲ شکل
می شود.

−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5

−1

1

Re(w)

Im(w)

w−pⅼane

w−pⅼane (ب)

−0.4 −0.2 0.2 0.4

−0.4

−0.2

0.2

0.4

z0 = 0
Re(z)

Im(z)

z−pⅼane

z−pⅼane (آ)

ندارد. وجود حد می دهد نشان که می شود، نگاشت واحد دایره به f(z)−f(0)
z−0 = z̄
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تمرین ها ۹ .۸ .۲

کنید. محاسبه f (z) = z3 − 2z + 1 برای را f ′(z) مشتق .۱

توان: و جمع قوانین از استفاده با پاسخ: •

f ′(z) = d

dz
(z3 − 2z + 1) = 3z2 − 2

است. مشتق پذیر z = 0 در f (z) = |z|2 آیا که کنید بررسی .۲

:z = 0 در ،f (z) = x2 + y2 برای پاسخ: •

lim
z→0

|z|2 − 0
z

= lim
z→0

zz

z
= lim

z→0
z = 0

،ux = 2x 6= vy = 0 پس ،v = 0 ،u = x2+y2 ،z 6= 0 برای .f ′(0) = 0 بنابراین،

می کند. نقض z = 0 در جز را کوشی‑ریمان معادلات که

نیست. مشتق پذیر جا هیچ در f (z) = z که دهید نشان .۳

:v = −y ،u = x ،f (z) = x − iy برای پاسخ: •

ux = 1 6= vy = −1, uy = 0 = −vx = 0

می شوند. نقض جا همه در کوشی‑ریمان معادلات ،ux 6= vy که آنجا از

کنید. محاسبه f (z) = ez2 برای را f ′(z) مشتق .۴
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مشتق گیری فرمول های ۹ .۲

آنگاه: .f (z) = eg(z) پس ،g(z) = z2 بگذارید زنجیره ای، قانون از استفاده با پاسخ: •

f ′(z) = ez2 · g′(z) = ez2 · 2z

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۸ .۲

است. مشتق پذیر کجا در f (z) = z Im z که کنید تعیین .۱

کنید. محاسبه اصلی، شاخه کردن مشخص با را، f (z) = log z مشتق .۲

کوشی‑ریمان معادلات از استفاده با و کنید محاسبه را f ′(z) مشتق ،f (z) = z2 sin z برای .۳

کنید. تأیید z = i در

مشتق گیری فرمول های ۹ .۲

تعریف ۱ .۹ .۲

داشته وجود زیر حد اگر است مشتق پذیر z0 ∈ D نقطه در ،D ⊆ C آن در که ،f : D → C تابع

باشد:

f ′(z0) = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

کوشی‑ معادلات شدن برآورده نیازمند که باشد، z0 به z شدن نزدیک مسیر از مستقل باید حد این

است. مختلط مشتق پذیری تضمین برای ریمان
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مشتق گیری فرمول های ۹ .۲

مشتق گیری قوانین ۲ .۹ .۲

قوانین این می کنند. اداره آنها، بودن مشتق پذیر فرض با را، مختلط توابع مشتق گیری زیر، قوانین

هستند: حقیقی تحلیل مشابه

ثابت قانون .۱
d

dz
c = 0, آن در cکه ∈ Cاست ثابت یک

همانی قانون .۲
d

dz
z = 1

:n ∈ Z برای توان قانون .۳

d

dz
zn = nzn−1, zبا 6= 0 اگر n < 0

باشند: مشتق پذیر z در g و f اگر جمع قانون .۴

d

dz
[f (z) + g(z)] = f ′(z) + g′(z)

باشند: مشتق پذیر z در g و f اگر ضرب قانون .۵

d

dz
[f (z)g(z)] = f ′(z)g(z) + f (z)g′(z)
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:g(z) 6= 0 و باشند مشتق پذیر z در g و f اگر تقسیم قانون .۶

d

dz

f (z)
g(z)

 = f ′(z)g(z) − f (z)g′(z)
[g(z)]2

باشد: مشتق پذیر g(z) در f و باشد مشتق پذیر z در g اگر زنجیره ای قانون .۷

d

dz
[f (g(z))] = f ′(g(z)) · g′(z)

کلیدی قوانین اشتقاق ۳ .۹ .۲

می شوند. استخراج مختلط صفحه در حدود خواص و مختلط مشتق تعریف از مشتق گیری قوانین

.limz→z0
g(z)−g(z0)

z−z0
= g′(z0) و limz→z0

f(z)−f(z0)
z−z0

= f ′(z0) کنید فرض جمع: قانون •

آنگاه:

(f (z) + g(z)) − (f (z0) + g(z0))
z − z0

= f (z) − f (z0)
z − z0

+ g(z) − g(z0)
z − z0

:z → z0 وقتی حد گرفتن با

lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

+ g(z) − g(z0)
z − z0

 = f ′(z0) + g′(z0)

بگیرید: نظر در ضرب: قانون •

f (z)g(z) − f (z0)g(z0)
z − z0
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= f (z)g(z) − g(z0)
z − z0

+ g(z0)
f (z) − f (z0)

z − z0
+ (f (z) − f (z0))(g(z) − g(z0))

z − z0

سوم عبارت و ،g(z0)f ′(z0) به دوم عبارت ،f (z0)g′(z0) به اول عبارت ،z → z0 وقتی

بنابراین: پیوسته اند). نتیجه در و مشتق پذیر g و f (زیرا می شود نزدیک صفر به

(fg)′(z0) = f (z0)g′(z0) + g(z0)f ′(z0)

بگیرید: نظر در ،g(z0) 6= 0 برای تقسیم: قانون •

f(z)
g(z) − f(z0)

g(z0)
z − z0

= f (z)g(z0) − f (z0)g(z)
(z − z0)g(z)g(z0)

کنید: بازنویسی را صورت

f (z)g(z0) − f (z0)g(z) = [f (z) − f (z0)]g(z0) − f (z0)[g(z) − g(z0)]

:z − z0 بر تقسیم

f (z) − f (z0)
z − z0

g(z0) − f (z0)
g(z) − g(z0)

z − z0

[g(z0)]2 به مخرج و می شود، نزدیک f ′(z0)g(z0) − f (z0)g′(z0) به این ،z → z0 وقتی

می دهد. را تقسیم قانون که می شود، نزدیک

بگیرید: نظر در و ،w = g(z) بگذارید زنجیره ای: قانون •

f (g(z)) − f (g(z0))
z − z0

= f (w) − f (w0)
w − w0

· w − w0

z − z0
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است. f ′(g(z0)) · g′(z0) برابر حد بنابراین ،w → w0 ،z → z0 وقتی

توضیحی مثال های ۴ .۹ .۲

:f (z) = z4 برای توان قانون .۱

f ′(z) = 4z3

:f (z) = z3 + 3z برای جمع قانون .۲

f ′(z) = 3z2 + 3

:f (z) = z2(z + 1) برای ضرب قانون .۳

f ′(z) = 2z(z + 1) + z2 · 1 = 2z2 + 2z + z2 = 3z2 + 2z

:z 6= 1 ،f (z) = z2

z−1 برای تقسیم قانون .۴

f ′(z) = (2z)(z − 1) − z2 · 1
(z − 1)2 = 2z2 − 2z − z2

(z − 1)2 = z2 − 2z

(z − 1)2

آنگاه: .h(w) = w3 ،g(z) = z2 + 2 بگذارید ،f (z) = (z2 + 2)3 برای زنجیره ای قانون .۵

f ′(z) = 3(z2 + 2)2 · 2z = 6z(z2 + 2)2
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نتایج و کاربردها ۵ .۹ .۲

نتیجه در و مشتق پذیرند باز مجموعه های در که هولومورف، توابع تحلیل برای مشتق گیری فرمول های

امکان: آنها هستند. ضروری تحلیلی اند، و مشتق پذیر بار بی نهایت

دینامیک در که می کند، حفظ را زوایا باشد، غیرصفر اگر ،f ′(z) مشتق همدیس: نگاشت های •

است. مفید الکترواستاتیک و شاره ها

ساده را بسته مسیرهای روی انتگرال های که را قضیه هایی مشتق پذیری، کوشی: انتگرال قضیه •

می کند. پشتیبانی می کنند،

تحلیل که شوند، داده نمایش توانی سری های با می توانند مشتق پذیر توابع توانی: سری های •

می کند. تسهیل را پیچیده سیستم های

محاسبات می شوند، اعمال هولومورف توابع برای وقتی قوانین، این که است این کلیدی نتیجه یک

می کنند. تضمین کوشی‑ریمان معادلات از استفاده با را مشتق

تاریخی زمینه ۶ .۹ .۲

برنهارد و کوشی گوستین‑لویی آ توسط نوزدهم قرن در مختلط توابع برای مشتق گیری فرمول های

مشارکت های و کوشی‑ریمان، معادلات و مختلط مشتق گیری بر کوشی کار شدند. رسمی ریمان

دادند. تشکیل را قوانین این پایه توابع، نظریه در ریمان

۱۷۵



مشتق گیری فرمول های ۹ .۲

شهود ۷ .۹ .۲

f (z) ≈ f (z0) + که می دهد نشان را خطی تبدیل یک مختلط، تحلیل در f ′(z0) مشتق

f ′(z0) = آن در که کنید تصور بومی عنوان به را مختلط صفحه می زند. تقریب را f ′(z0)(z − z0)
می چرخاند. arg f ′(z0) = tan−1(b/a) با و می دهد مقیاس |f ′(z0)| =

√
a2 + b2 با a + ib

می دهد مقیاس
√

8 با که ،f ′(z0) = 2(1 + i) ،z0 = 1 + i در ،f (z) = z2 برای مثال، برای

می کند. حفظ را محلی هندسه و می چرخاند، π/4 با و

−2 −1 1 2

−1

1

2

3

4

x

y
f(x) = 3
f ′(x) = 0

. d
dz c = 0 می دهد: نشان را ثابت قاعده که (قرمز)، f ′(x) = 0 آن مشتق و (آبی) f(x) = 3 ثابت تابع :۲۳ .۲ شکل

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

x

y
f(x) = x

f ′(x) = 1

. d
dz z = 1 می دهد: نشان را همانی قاعده که (قرمز)، f ′(x) = 1 آن مشتق و (آبی) f(x) = x همانی تابع :۲۴ .۲ شکل
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−2 −1 1 2

−1

1

2

3

4

x

y
f(x) = x2

f ′(x) = 2x

. d
dz z2 = 2z می دهد: نشان n = 2 برای را توان قاعده که (قرمز)، f ′(x) = 2x آن مشتق و (آبی) f(x) = x2 تابع :۲۵ .۲ شکل

−1 1 2 3

2

4

f(x) = x2

g(x) = 2x

h(x) = f(x) + g(x)

x = 1

x

y

.(f + g)′ = f ′ + g′ می دهد: نشان را جمع قاعده که ،h′(1) = 4 و ،g′(1) = 2 ،f ′(1) = 2 با است برابر مماس خطوط شیب ،x = 1 در :۲۶ .۲ شکل

u

v

∆u

∆v

v∆u

u∆v ∆u∆v

. d
dz (uv) = v du

dz + u dv
dz به منجر ،∆A ≈ v∆u + u∆v مساحت در تغییر ضرب. قاعده نمایش :۲۷ .۲ شکل

۱۷۷
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−2 −1 1 2

−0.5

0.5

1

1.5

x

y
x

x+1
1

(x+1)2

. 1·(x+1)−x·1
(x+1)2 صورت به محاسبه شده (قرمز)، f ′(x) = 1

(x+1)2 آن مشتق و (آبی) f(x) = x
x+1 با خارج قسمت قاعده از مثال :۲۸ .۲ شکل

z g(z) f(g(z))
dg
dz

df
dg

df
dz = df

dg · dg
dz

. dg
dz و df

dg حاصل ضرب با است برابر f(g(z)) مشتق زنجیره ای: قاعده نمایش :۲۹ .۲ شکل

−1 −0.5 0.5 1

1

2

3

f(z0) = 2if ′(z0)∆zf ′(z0)∆z

<(w)

=(w)

Output pⅼane

0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

2

z0 = 1 + i
∆z = 0.1

∆z = 0.1i

<(z)

=(z)

Input pⅼane

اندازه به و شده مقیاس بندی |f ′(z0)| = 2
√

2 اندازه به ورودی صفحه در بردارها .z0 = 1 + i در f(z) = z2 برای خطی تبدیل یک عنوان به مشتق نمایش :۳۰ .۲ شکل
می شوند. چرخانده خروجی صفحه در arg f ′(z0) = π/4

۱۷۸



مشتق گیری فرمول های ۹ .۲

تمرین ها ۸ .۹ .۲

کنید. محاسبه را f (z) = 3z4 − 2z2 + z − 1 تابع مشتق .۱

پاسخ: •

f ′(z) = 12z3 − 4z + 1

بیابید. ،z 6= i آن در که ،f (z) = z2+1
z−i برای را f ′(z) مشتق .۲

پاسخ: •

f ′(z) = (2z)(z − i) − (z2 + 1)(1)
(z − i)2 = z2 − 2iz − 1

(z − i)2

کنید. محاسبه را d
dz [(z3 + z)5] مشتق .۳

پاسخ: •
d

dz
[(z3 + z)5] = 5(z3 + z)4 · (3z2 + 1)

کنید. محاسبه را f (z) = z(z2 − 1) تابع مشتق .۴

پاسخ: •

f ′(z) = 1 · (z2 − 1) + z · 2z = z2 − 1 + 2z2 = 3z2 − 1

۱۷۹



کوشی‑ریمان معادلات ۱۰ .۲

دشوارتر تمرین های ۹ .۹ .۲

d
dz [f (z)]n = n[f (z)]n−1f ′(z)آنگاه ،f (z0) = 0 و باشد مشتق پذیر z0 در f اگر که دهید نشان .۱

.n ∈ N برای ،z0 در

کنید. استخراج f (z)/g(z) برای زنجیره ای قانون و ضرب قانون از استفاده با را تقسیم قانون .۲

کنید. ساده را نتیجه و کنید محاسبه را f (z) = z3

(z−1)2 مشتق .۳

کوشی‑ریمان معادلات ۱۰ .۲

تعریف ۱ .۱۰ .۲

با f (z) = u(x, y) + iv(x, y) صورت به ،D ⊆ C آن در که ،f : D → C تابع برای

عبارت اند z0 = x0 + iy0 ∈ D نقطه در کوشی‑ریمان معادلات است، شده داده z = x + iy

از:
∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

ux, uy, vx, vy جزئی مشتقات اگر هستند. z0 در f بودن مشتق پذیر برای لازم شرایط معادلات این

z0 در f آنگاه باشند، برقرار z0 در معادلات و باشند، پیوسته و باشند داشته وجود z0 همسایگی در

پیوسته جزئی مشتقات و باشند برقرار D باز مجموعه سراسر در معادلات این اگر است. مشتق پذیر

است. (هولومورف) تحلیلی D در f باشند،

۱۸۰



کوشی‑ریمان معادلات ۱۰ .۲

اصلی خواص اشتقاق ۲ .۱۰ .۲

از f ′(z0) = limz→z0
f(z)−f(z0)

z−z0
مختلط مشتق بودن مستقل به نیاز از کوشی‑ریمان معادلات

بگیرید: نظر در را z0 به شدن نزدیک مسیر دو می شوند. ناشی شدن نزدیک مسیر

آنگاه: است. حقیقی h آن در که ،z = z0 + h بگذارید حقیقی: محور امتداد در •

f ′(z0) = lim
h→0

u(x0 + h, y0) + iv(x0 + h, y0) − u(x0, y0) − iv(x0, y0)
h

= ux(x0, y0) + ivx(x0, y0)

آنگاه: است. حقیقی k آن در که ،z = z0 + ik بگذارید موهومی: محور امتداد در •

f ′(z0) = lim
k→0

u(x0, y0 + k) + iv(x0, y0 + k) − u(x0, y0) − iv(x0, y0)
ik

= uy(x0, y0) + ivy(x0, y0)
i

= vy(x0, y0) − iuy(x0, y0)

کنید: برابر را موهومی و حقیقی بخش های مسیر، از مشتق بودن مستقل برای

ux = vy, vx = −uy

و است، مشتق پذیر تابع باشند، پیوسته جزئی مشتقات اگر هستند. کوشی‑ریمان معادلات این ها

با: است برابر مشتق

f ′(z0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0)

۱۸۱



کوشی‑ریمان معادلات ۱۰ .۲

اصلی خواص ۳ .۱۰ .۲

هستند. برقرار z0 در کوشی‑ریمان معادلات باشد، مشتق پذیر z0 در f اگر لزوم: .۱

معادلات و باشند، پیوسته z0 همسایگی در باشند، داشته وجود جزئی مشتقات اگر کفایت: .۲

است. مشتق پذیر z0 در f آنگاه باشند، برقرار z0 در کوشی‑ریمان

در f باشند، برقرار پیوسته جزئی مشتقات با D باز مجموعه در معادلات اگر بودن: تحلیلی .۳

می کند. دلالت را توانی سری با نمایش و بودن مشتق پذیر بار بی نهایت که است، تحلیلی D

هارمونیک ،v و u آن، موهومی و حقیقی بخش های باشد، تحلیلی f اگر هارمونیک: توابع .۴

می کنند: برآورده را لاپلاس معادله و هستند

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0,
∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 = 0

توضیحی مثال های ۴ .۱۰ .۲

بنابراین ،f (z) = z2 = (x + iy)2 = x2 − y2 + i2xy بگذارید f (z) = z2 :۱ مثال .۱

کنید: محاسبه را جزئی مشتقات .v(x, y) = 2xy ،u(x, y) = x2 − y2

∂u

∂x
= 2x,

∂v

∂y
= 2x ⇒ ∂u

∂x
= ∂v

∂y

∂u

∂y
= −2y,

∂v

∂x
= 2y ⇒ ∂u

∂y
= −∂v

∂x
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کوشی‑ریمان معادلات ۱۰ .۲

برابر مشتق است. تحلیلی جا همه در f بنابراین هستند، پیوسته جا همه در جزئی مشتقات

با: است

f ′(z) = ux + ivx = 2x + i2y = 2z

محاسبه .v = −y ،u = x بنابراین ،f (z) = z = x − iy بگذارید f (z) = z :۲ مثال .۲

کنید:
∂u

∂x
= 1,

∂v

∂y
= −1 ⇒ 1 6= −1

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= 0 ⇒ 0 = 0

نیست. مشتق پذیر جا هیچ در f بنابراین نیست، برقرار اول معادله

محاسبه .v = 0 ،u = x2 +y2 بنابراین ،f (z) = x2 +y2 بگذارید f (z) = |z|2 :۳ مثال .۳

کنید:
∂u

∂x
= 2x,

∂v

∂y
= 0 ⇒ 2x = 0 =⇒ x = 0

∂u

∂y
= 2y,

∂v

∂x
= 0 ⇒ 2y = 0 =⇒ y = 0

کنید: بررسی را مشتق پذیری ،z = 0 در هستند. برقرار z = 0 در فقط معادلات

lim
z→0

|z|2

z
= lim

z→0
z = 0

.f ′(0) = 0 با است، مشتق پذیر z = 0 در فقط f بنابراین،

،u = ex cos y بنابراین ،f (z) = ex cos y + iex sin y بگذارید f (z) = ez :۴ مثال .۴

۱۸۳
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کنید: محاسبه .v = ex sin y

∂u

∂x
= ex cos y,

∂v

∂y
= ex cos y

∂u

∂y
= −ex sin y,

∂v

∂x
= ex sin y ⇒ ∂u

∂y
= −∂v

∂x

تحلیلی جا همه در f بنابراین پیوسته اند، جزئی مشتقات و هستند برقرار جا همه در معادلات

است.

نتایج و کاربردها ۵ .۱۰ .۲

دارند: محوری نقش مختلط تحلیل در کوشی‑ریمان معادلات

قضیه های از استفاده امکان که است، تحلیلی تابع یک آیا که می کنند تعیین آنها بودن: تحلیلی •

می کند. فراهم را کوشی انتگرال قضیه مانند قدرتمندی

برای شاره ها دینامیک در که می کنند، حفظ را زوایا تحلیلی توابع همدیس: نگاشت های •

است. مفید جریان توابع و سرعت پتانسیل های مدل سازی

معادله و هستند هارمونیک تحلیلی، تابع یک موهومی و حقیقی بخش های هارمونیک: توابع •

است. حیاتی حرارت انتقال و الکترواستاتیک در که می کنند، برآورده را لاپلاس

می کنند. ساده را فرکانس تحلیل تحلیلی توابع سیگنال، پردازش در مهندسی: •

هارمونیک توابع آن موهومی و حقیقی بخش های باشد، تحلیلی f اگر که است این کلیدی نتیجه یک

می کند. تسهیل را فیزیکی مسائل حل که هستند، مزدوج
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کوشی‑ریمان معادلات ۱۰ .۲

کوشی‑ریمان معادلات قطبی شکل ۶ .۱۰ .۲

کوشی‑ریمان معادلات ،f (z) = u(r, θ)+ iv(r, θ) و ،z = reiθ آن در که قطبی، مختصات در

هستند: زیر صورت به
∂u

∂r
= 1

r

∂v

∂θ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

است. مفید ،f (z) = 1
z مانند شده اند، تعریف قطبی قالب در که توابعی برای شکل این

تاریخی زمینه ۷ .۱۰ .۲

شاره ها دینامیک مطالعه در ۱۷۵۲ سال در دالامبر لوروند ژان توسط ابتدا کوشی‑ریمان معادلات

توسط و مختلط انتگرال گیری زمینه در کوشی گوستین‑لویی آ توسط بعداً آنها شدند. شناسایی

در آنها محوری نقش که شدند، رسمی ریمان سطوح و توابع نظریه بر کارهایش در ریمان برنهارد

کرد. تثبیت را مختلط تحلیل

شهود ۸ .۱۰ .۲

می کند. رفتار نرم طور به مختلط صفحه در مختلط تابع یک که می کنند تضمین کوشی‑ریمان معادلات

نقاط f (z) = u(x, y) + iv(x, y) آن در که کنید تصور دوبعدی بومی عنوان به را مختلط صفحه

بر عمود v و u گرادیان های که دارند دلالت uy = −vx ،ux = vy معادلات می کند. نگاشت را

حقیقی بخش ،f (z) = z2 برای مثال، برای می کند. تضمین را تابع همدیس رفتار که هستند، هم

ماهیت که می دهند، تشکیل را عمود تراز منحنی های v = 2xy موهومی بخش و u = x2 − y2

می کند. منعکس را تابع همدیس
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2
u = 0

u = 0

u = 1u = −1

u = −1

v = 1

v = 1 v = −1

v = −1

x

y

Ⅼeveⅼ ⅽurves of u = x2 − y2 anⅾ v = 2xy for f(z) = z2

زاویه علامت با که همان طور می کنند، تقاطع قائمه زاویه با منحناها .f(z) = z2 تحلیلی تابع برای (قرمز) v = 2xy و (آبی) u = x2 − y2 هم تراز منحناهای :۳۱ .۲ شکل
است. شده تضمین کوشی‑ریمان معادلات توسط که می دهد نشان را هم ریختی خاصیت که است، شده داده نشان

<(z)

=(z)

z0aⅼong reaⅼ axis

aⅼong iⅿaginary axis

یکسان مختلف مسیرهای این امتداد در محاسبه شده مشتق که می کنند تضمین کوشی‑ریمان معادلات موهومی. محور و حقیقی محور امتداد در z0 به شدن نزدیک :۳۲ .۲ شکل
است.
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<(z)

=(z)

z = reiθ

θ
r

می کند. مرتبط θ و r به نسبت را جزئی مشتقات کوشی‑ریمان معادلات قطبی شکل .(r, θ) قطبی مختصات از استفاده با مختلط صفحه در z نقطه یک نمایش :۳۳ .۲ شکل

تمرین ها ۹ .۱۰ .۲

می کند. برآورده جا همه در را کوشی‑ریمان معادلات f (z) = z3 که کنید تأیید .۱

u = بنابراین ،f (z) = z3 = (x3 − 3xy2) + i(3x2y − y3) بگذارید پاسخ: •

.v = 3x2y − y3 ،x3 − 3xy2

ux = 3x2 − 3y2, vy = 3x2 − 3y2 ⇒ ux = vy

uy = −6xy, vx = 6xy ⇒ uy = −vx

است. تحلیلی جا همه در f بنابراین هستند، پیوسته جزئی مشتقات

است. مشتق پذیر کجا در f (z) = z Im z که کنید تعیین .۲

.v = y2 ،u = xy بنابراین ،f (z) = (x + iy)y = xy + iy2 بگذارید پاسخ: •

ux = y, vy = 2y ⇒ y = 2y =⇒ y = 0

۱۸۷



کوشی‑ریمان معادلات ۱۰ .۲

uy = x, vx = 0 ⇒ x = 0

کنید: بررسی را مشتق پذیری هستند. برقرار z = 0 در فقط معادلات

lim
z→0

z Im z

z
= lim

z→0
Im z = 0

است. مشتق پذیر z = 0 در فقط f بنابراین،

هستند. هارمونیک v و u آنگاه باشد، تحلیلی f اگر که دهید نشان .۳

پیوسته. جزئی مشتقات با ،uy = −vx ،ux = vy تحلیلی، f = u + iv برای پاسخ: •

uxx = ∂

∂x
vy = vyx, uyy = ∂

∂y
(−vx) = −vxy

.vxx + vyy = 0 مشابه، طور به .uxx + uyy = vyx − vxy = 0 ،vyx = vxy که آنجا از

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۱۰ .۲

دامنه اش داخل در نمی تواند |f (z)| آنگاه باشد، غیرثابت و تحلیلی f (z) اگر که کنید ثابت .۱

باشد. داشته بیشینه

در که دهید نشان و کنید تأیید قطبی مختصات در f (z) = 1
z برای را کوشی‑ریمان معادلات .۲

است. تحلیلی C \ {0}

را z ∈ C همه برای f ′(z) = f (z) و f (0) = 1 که بیابید را f (z) سرتاسری توابع تمام .۳

کنند. برآورده

۱۸۸



مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲

مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲

تعریف ۱ .۱۱ .۲

حد اگر است مشتق پذیر z0 = x0 + iy0 ∈ D نقطه در ،D ⊆ C آن در که ،f : D → C تابع

باشد: داشته وجود زیر

f ′(z0) = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

،f (z) = u(x, y) + iv(x, y) برای باشد. z0 به z شدن نزدیک مسیر از مستقل باید حد این

از: عبارت اند z0 در مشتق پذیری برای کافی شرایط

باشند. داشته وجود (x0, y0) همسایگی در ux, uy, vx, vy اول مرتبه جزئی مشتقات .۱

باشند. پیوسته (x0, y0) در جزئی مشتقات این .۲

باشند: برقرار (x0, y0) در کوشی‑ریمان معادلات .۳

∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

با: است برابر مشتق و است، مشتق پذیر z0 در f شوند، برآورده شرایط این اگر

f ′(z0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0) = vy(x0, y0) − iuy(x0, y0)
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مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲

اصلی خواص اشتقاق ۲ .۱۱ .۲

تضمین مسیر از آن بودن مستقل و مشتق تعریف کننده حد وجود از اطمینان با شرایط این کفایت

آن در که ،z = z0 + h بگیرید نظر در و ،f (z) = u(x, y) + iv(x, y) بگذارید می شود.

با: است برابر تفاضل کسر .h = ∆x + i∆y

f (z0 + h) − f (z0)
h

= u(x0 + ∆x, y0 + ∆y) − u(x0, y0) + i[v(x0 + ∆x, y0 + ∆y) − v(x0, y0)]
∆x + i∆y

حقیقی توابع برای میانگین مقدار قضیه از هستند، پیوسته جزئی مشتقات دارای v و u که آنجا از

کنید: استفاده

u(x0+∆x, y0+∆y) = u(x0, y0)+ux(x0, y0)∆x+uy(x0, y0)∆y+ϵ1, ϵ1/|h| → 0

v(x0+∆x, y0+∆y) = v(x0, y0)+vx(x0, y0)∆x+vy(x0, y0)∆y+ϵ2, ϵ2/|h| → 0

بنابراین:

f (z0 + h) − f (z0) = [ux∆x + uy∆y + i(vx∆x + vy∆y)] + ϵ1 + iϵ2

:(uy = −vx ،ux = vy) کوشی‑ریمان معادلات از استفاده با

f (z0 + h) − f (z0) = [ux∆x + uy∆y + i(−uy∆x + ux∆y)] + ϵ1 + iϵ2

= ux(∆x + i∆y) − iuy(∆x + i∆y) + ϵ1 + iϵ2 = (ux + ivx)h + ϵ1 + iϵ2
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مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲

:h بر تقسیم با
f (z0 + h) − f (z0)

h
= ux + ivx + ϵ1 + iϵ2

h

بنابراین: پیوستگی، دلیل به ϵ1+iϵ2
h → 0 ،h → 0 وقتی

f ′(z0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0)

می کند. تضمین را حد وجود جزئی، مشتقات پیوستگی

اصلی خواص ۳ .۱۱ .۲

مسیر از مستقل و دارد وجود مشتق که می کنند تضمین شرایط این مشتق پذیری: برای کفایت .۱

است.

بی نهایت که است، تحلیلی D در f باشند، برقرار D باز مجموعه در شرایط اگر بودن: تحلیلی .۲

می کند. دلالت را توانی سری با نمایش و بودن مشتق پذیر بار

مفید همدیس نگاشت های در که می کند، حفظ را زوایا z0 در تابع ،f ′(z0) 6= 0 اگر همدیسی: .۳

است.

معادله و هستند هارمونیک تحلیلی، تابع یک موهومی و حقیقی بخش های هارمونیک: توابع .۴

می کنند. برآورده را لاپلاس
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مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲

توضیحی مثال های ۴ .۱۱ .۲

،u = ex cos y بنابراین ،f (z) = ez = ex cos y + iex sin y بگذارید نمایی: تابع .۱

.v = ex sin y

.vy = ex cos y ،vx = ex sin y ،uy = −ex sin y ،ux = ex cos y جزئی: مشتقات •

.uy = −vx ،ux = vy کوشی‑ریمان: معادلات •

هستند. پیوسته جا همه در جزئی مشتقات همه •

.f ′(z) = ez با است، تحلیلی جا همه در f بنابراین، •

،u = x2 − y2 بنابراین ،f (z) = z2 = x2 − y2 + i2xy بگذارید چندجمله ای: تابع .۲

.v = 2xy

.vy = 2x ،vx = 2y ،uy = −2y ،ux = 2x جزئی: مشتقات •

.uy = −vx ،ux = vy کوشی‑ریمان: معادلات •

جا. همه در پیوسته •

.f ′(z) = 2z با است، تحلیلی جا همه در f بنابراین، •

.v = 0 ،u = x2 + y2 بنابراین ،f (z) = |z|2 = x2 + y2 بگذارید محدود: مشتق پذیری .۳

.vy = 0 ،vx = 0 ،uy = 2y ،ux = 2x جزئی: مشتقات •

است. برقرار z = 0 در فقط ،2y = 0 ،2x = 0 کوشی‑ریمان: معادلات •

حد. تعریف توسط شده تأیید ،f ′(0) = 0 :z = 0 در •
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مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲

است. مشتق پذیر z = 0 در فقط f بنابراین نیستند، برقرار شرایط دیگر، جاهای در •

نتایج و کاربردها ۵ .۱۱ .۲

و مشتق پذیرند باز مجموعه های در که را، تحلیلی توابع شناسایی مشتق پذیری، برای کافی شرایط

می سازد: ممکن هستند، قدرتمندی خواص دارای

دینامیک در که می کنند، حفظ را زوایا غیرصفر، مشتقات با تحلیلی توابع همدیس: نگاشت های •

می شود. استفاده سرعت پتانسیل های مدل سازی برای شاره ها

معادله و هستند هارمونیک تحلیلی، توابع موهومی و حقیقی بخش های هارمونیک: تحلیل •

است. حیاتی حرارت انتقال و الکترواستاتیک در که می کنند، برآورده را لاپلاس

و انتگرال محاسبات که هستند، توانی سری نمایش های دارای تحلیلی توابع توانی: سری های •

می کند. تسهیل را باقی مانده

که است، تحلیلی کند، برآورده باز مجموعه در را شرایط این که تابعی که است این کلیدی نتیجه یک

می کند. فراهم را کنترل، نظریه و سیگنال پردازش مانند مهندسی، و فیزیک در کاربردهایی امکان

تاریخی زمینه ۶ .۱۱ .۲

کوشی‑ معادلات که کوشی، گوستین‑لویی آ توسط نوزدهم قرن در مشتق پذیری برای کافی شرایط

شدند. رسمی بود، ریمان سطوح و توابع نظریه بر کارش که ریمان، برنهارد و داد، توسعه را ریمان

کرد. فراهم مختلط مشتق گیری برای دقیقی چارچوب آنها مشارکت های
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مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲

شهود ۷ .۱۱ .۲

به را مختلط صفحه می کند. رفتار مختلط صفحه در نرم طور به تابع که می کنند تضمین کافی شرایط

می کند. نگاشت را نقاط f (z) = u(x, y) + iv(x, y) آن در که کنید تصور دوبعدی بومی عنوان

تابع همدیس رفتار که هستند، هم بر عمود v و u گرادیان های که دارند دلالت کوشی‑ریمان معادلات

موهومی بخش و u = x2 − y2 حقیقی بخش ،f (z) = z2 برای مثال، برای می کند. تضمین را

می کند. منعکس را تابع همدیس ماهیت که می دهند، تشکیل را عمود تراز منحنی های v = 2xy

−2 −1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 2
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1

1.5

2
u = 0

u = 0

v = 2

v = 2

u = 1
u = −1

u = −1 v = −2

v = −2

x

y

Ⅼeveⅼ ⅽurves of u = x2 − y2 anⅾ v = 2xy for f(z) = z2

می کنند، تقاطع (1, 1) در که هستند v = 2 و u = 0 نشان دهنده توپر خطوط .f(z) = z2 برای (قرمز) v = 2xy و (آبی) u = x2 − y2 هم تراز منحناهای :۳۴ .۲ شکل
است. شده علامت گذاری که همان طور است، 90◦ آن ها مماس های بین زاویه که جایی
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مشتق پذیری برای کافی شرایط ۱۱ .۲
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خروجی صفحه در هم بر عمود بردارهای به ورودی صفحه در هم بر عمود بردارهای .z0 = 1 + i در f(z) = z2 برای خطی تبدیل یک به عنوان مشتق نمایش :۳۵ .۲ شکل
می دهد. نشان را زاویه حفظ که می شوند، نگاشت

تمرین ها ۸ .۱۱ .۲

می کند. برآورده جا همه در را مشتق پذیری برای کافی شرایط f (z) = z3 که کنید تأیید .۱

u = بنابراین ،f (z) = z3 = (x3 − 3xy2) + i(3x2y − y3) بگذارید پاسخ: •

.v = 3x2y − y3 ،x3 − 3xy2

ux = 3x2 − 3y2, vy = 3x2 − 3y2 ⇒ ux = vy

uy = −6xy, vx = 6xy ⇒ uy = −vx

.f ′(z) = 3z2 با است، تحلیلی جا همه در f بنابراین هستند، پیوسته جزئی مشتقات

است. مشتق پذیر کجا در f (z) = z Re z که کنید تعیین .۲

.v = xy ،u = x2 بنابراین ،f (z) = (x + iy)x = x2 + ixy بگذارید پاسخ: •

ux = 2x, vy = x ⇒ 2x = x =⇒ x = 0
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قطبی مختصات ۱۲ .۲

uy = 0, vx = y ⇒ 0 = −y =⇒ y = 0

.f ′(0) = 0 آن در که هستند، برقرار z = 0 در فقط شرایط

هستند. هارمونیک (x0, y0) در v و u آنگاه باشد، مشتق پذیر z0 در f اگر که دهید نشان .۳

کنید: محاسبه .uy = −vx ،ux = vy باشد، مشتق پذیر f اگر پاسخ: •

uxx = vyx, uyy = −vxy

.vxx + vyy = 0 مشابه، طور به .uxx + uyy = 0 ،vyx = vxy که آنجا از

دشوارتر تمرین های ۹ .۱۱ .۲

است. همدیس z0 در f آنگاه ،f ′(z0) 6= 0 و باشد مشتق پذیر z0 در f اگر که کنید ثابت .۱

کنید. تأیید C \ {0} در f (z) = 1
z برای را کافی شرایط .۲

کنید. تعیین را است مشتق پذیر آنها در f (z) = |z|4 که نقاطی تمام .۳

قطبی مختصات ۱۲ .۲

تعریف ۱ .۱۲ .۲

می شود: بیان زیر شکل به قطبی مختصات صورت به z مختلط عدد یک مختلط، تحلیل در

z = r(cos θ + i sin θ),
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قطبی مختصات ۱۲ .۲

اصلی مقدار با است، آرگومان θ = arg z و است، مطلق قدر r = |z| =
√

x2 + y2 آن در که

می شود: نوشته معادل طور به این اویلر، فرمول از استفاده با .(−π, π] در معمولا

z = reiθ, آن در eiθکه = cos θ + i sin θ.

اصلی خواص ۲ .۱۲ .۲

می دهد: ارائه توابع و مختلط اعداد برای کلیدی خاصیت چندین قطبی مختصات از استفاده

مضارب تا θ آرگومان که حالی در است، فرد به منحصر r مطلق قدر آرگومان: و مطلق قدر .۱

می شود. تعیین 2π

قطبی: شکل در عملیات .۲

،z2 = r2e
iθ2 ،z1 = r1e

iθ1 برای ضرب: •

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2).

،z2 6= 0 برای تقسیم: •
z1

z2
= r1

r2
ei(θ1−θ2).

،n صحیح عدد برای توان: •

zn = rneinθ = rn(cos(nθ) + i sin(nθ)).
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قطبی مختصات ۱۲ .۲

از: عبارت اند z = reiθ n‑ام ریشه های ریشه: •

z1/n = r1/nei(θ/n+2kπ/n), k = 0, 1, . . . , n − 1.

بیان f (z) = u(r, θ) + iv(r, θ) صورت به می تواند f (z) مختلط تابع یک تابع: نمایش .۳

می کند. تسهیل را زاویه ای یا شعاعی وابستگی های با توابعی تحلیل که شود،

قطبی مختصات در کوشی‑ریمان معادلات ۳ .۱۲ .۲

شکل در کوشی‑ریمان معادلات ،z = reiθ آن در که ،f (z) = u(r, θ) + iv(r, θ) تابع برای

پیوسته جزئی مشتقات که شرطی به هستند، کافی و ضروری z 6= 0 در مشتق پذیری برای قطبی

باشند:
∂u

∂r
= 1

r

∂v

∂θ
,

1
r

∂u

∂θ
= −∂v

∂r
.

مشتق است. تحلیلی f باشند، برقرار پیوسته جزئی مشتقات با باز مجموعه یک در معادلات این اگر

شود: بیان زیر صورت به می تواند

f ′(z) = e−iθ

∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

 .
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قطبی مختصات ۱۲ .۲

قطبی شکل در کوشی‑ریمان معادلات اشتقاق ۴ .۱۲ .۲

،z = x + iy با بگیرید، نظر در را f (z) = u(r, θ) + iv(r, θ) تابع معادلات، این اشتقاق برای

از: عبارت اند دکارتی مختصات در کوشی‑ریمان معادلات .y = r sin θ ،x = r cos θ

∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

کنید: مربوط هم به را قطبی و دکارتی جزئی مشتقات زنجیره ای، قانون از استفاده با

∂u

∂x
= ∂u

∂r

∂r

∂x
+ ∂u

∂θ

∂θ

∂x
, r =

√
x2 + y2, θ = tan−1(y/x).

کنید: محاسبه

∂r

∂x
= x√

x2 + y2 = cos θ,
∂θ

∂x
= − y

x2 + y2 = −sin θ

r
.

مشابه: طور به
∂r

∂y
= sin θ,

∂θ

∂y
= cos θ

r
.

بنابراین:

∂u

∂x
= ∂u

∂r
cos θ − ∂u

∂θ

sin θ

r
,

∂u

∂y
= ∂u

∂r
sin θ + ∂u

∂θ

cos θ

r
.

ساده سازی، و دکارتی کوشی‑ریمان معادلات در جایگذاری با است. برقرار مشابهی عبارات ،v برای

می کند. تأیید را آنها بودن معادل که می آید، دست به قطبی شکل
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قطبی مختصات ۱۲ .۲

توضیحی مثال های ۵ .۱۲ .۲

می شود: بیان زیر صورت به :f (z) = zn تابع .۱

f (z) = rn(cos(nθ)+i sin(nθ)), u(r, θ) = rn cos(nθ), v(r, θ) = rn sin(nθ).

جزئی: مشتقات

∂u

∂r
= nrn−1 cos(nθ), 1

r

∂v

∂θ
= nrn−1 cos(nθ).

1
r

∂u

∂θ
= −nrn−1 sin(nθ), −∂v

∂r
= −nrn−1 sin(nθ).

در f (z) = zn بنابراین پیوسته اند، جزئی مشتقات و هستند، برقرار کوشی‑ریمان معادلات

مشتق: است. تحلیلی جا همه

f ′(z) = nzn−1 = nrn−1ei(n−1)θ.

می شود: بیان زیر صورت به :z 6= 0 ،f (z) = 1
z تابع .۲

f (z) = 1
r
e−iθ = 1

r
(cos θ − i sin θ), u = cos θ

r
, v = −sin θ

r
.

مشتقات:
∂u

∂r
= −cos θ

r2 ,
1
r

∂v

∂θ
= −cos θ

r2 .

1
r

∂u

∂θ
= −sin θ

r2 , −∂v

∂r
= −sin θ

r2 .
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قطبی مختصات ۱۲ .۲

C \ {0} در f بنابراین پیوسته اند، r 6= 0 برای جزئی مشتقات و هستند، برقرار معادلات

است. تحلیلی

نتایج و کاربردها ۶ .۱۲ .۲

هستند: ضروری زیر موارد برای مختلط تحلیل در قطبی مختصات

.z1/n یا log z مانند توابعی تحلیل تسهیل چندمقداری: توابع •

شعاعی. یا دایره ای الگوهای با مسائل ساده سازی شعاعی: تقارن •

قطبی. شکل در ez یا zn مانند توابعی تحلیل همدیس: نگاشت های •

مبدأ. حول کانتور انتگرال های ساده سازی مختلط: انتگرال گیری •

(با باز مجموعه یک در را قطبی کوشی‑ریمان معادلات که توابعی که است این کلیدی نتیجه یک

و بی نهایت مشتق پذیری مانند خواصی و هستند تحلیلی می کنند، برآورده پیوسته) جزئی مشتقات

می برند. ارث به را توانی سری نمایش های

تاریخی زمینه ۷ .۱۲ .۲

در آنها کاربرد اما بازمی گردد، باستان یونان اخترشناسان به ریاضیات در قطبی مختصات از استفاده

،eiθ = cos θ+i sin θ اویلر، فرمول شد. متحول هجدهم قرن در اویلر لئونارد توسط مختلط تحلیل

توابع و اعداد قطبی نمایش امکان و داد پیوند هم به را هندسه و جبر شد، معرفی ۱۷۴۸ سال در که

تحلیلی توابع تحلیل برای نوزدهم قرن در ریمان و کوشی توسط چارچوب این کرد. فراهم را مختلط

یافت. توسعه

۲۰۱



قطبی مختصات ۱۲ .۲

شهود ۸ .۱۲ .۲

مبدأ از r فاصله با نقاط آن در که می کنند تبدیل سیستمی به را مختلط صفحه قطبی، مختصات

با دایره یک ،f (z) = zn مانند تابعی برای می شوند. تعریف مثبت حقیقی محور از θ زاویه و

اثری غیرصحیح، n برای که ،n ضربدر زاویه با می شود، نگاشت rn شعاع با دایره ای به r شعاع

حقیقی بخش های که می کنند تضمین قطبی شکل در کوشی‑ریمان معادلات می کند. ایجاد مارپیچی

همان طور می کند، حفظ را محلی هندسه که دهند، تشکیل را عمود تراز منحنی های تابع، موهومی و

می شود. دیده ez مانند توابعی زاویه ای و شعاعی وابستگی های در که

<(z)

=(z)

z1

z2
z1z2

θ1θ2
θ1 + θ2

θ1 + θ2 = 7π
12 زاویه و r1r2 = 2 اندازه دارای z1z2 = 2ei(7π/12) حاصل ضرب قطبی. شکل در z2 = 2eiπ/3 و z1 = eiπ/4 مختلط عدد دو ضرب :۳۶ .۲ شکل

است.
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−2 2

−2

2

<(w)

=(w)

Output pⅼane

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

<(z)

=(z)

Input pⅼane

2θ زاویه در شعاعی خطوط به θ زاویه در شعاعی خطوط و می شوند، نگاشت r2 شعاع با دایره های به r شعاع با دایره های .f(z) = z2 تحت قطبی شبکه تبدیل :۳۷ .۲ شکل
می شوند. نگاشت

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

u = 0

u = 0

u = 1

u = −1

u = −1

v = 0
v = 0

v = 1

v = 1v = −1

v = −1

x

y

منحناهای شعاعی. خطوط و دایره ها از (خاکستری) قطبی شبکه یک با همراه ،f(z) = z2 برای (قرمز) v = 2xy و (آبی) u = x2 − y2 هم تراز منحناهای :۳۸ .۲ شکل
است. شده تضمین قطبی شکل در کوشی‑ریمان معادلات توسط که می دهد نشان را هم ریختی خاصیت که می کنند، تقاطع متعامد به صورت هم تراز
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تمرین ها ۹ .۱۲ .۲

می کند. برآورده قطبی مختصات در را کوشی‑ریمان معادلات f (z) = z3 که کنید تأیید .۱

،u = r3 cos 3θ بنابراین ،f (z) = z3 = r3(cos 3θ + i sin 3θ) بگذارید پاسخ: •

.v = r3 sin 3θ

∂u

∂r
= 3r2 cos 3θ,

1
r

∂v

∂θ
= 1

r
· 3r3 cos 3θ = 3r2 cos 3θ.

1
r

∂u

∂θ
= 1

r
· (−3r3 sin 3θ) = −3r2 sin 3θ, −∂v

∂r
= −3r2 sin 3θ.

است. تحلیلی جا همه در f بنابراین پیوسته اند، جزئی مشتقات و هستند، برقرار معادلات

کوشی‑ریمان معادلات ،(−π < θ ≤ π) اصلی شاخه برای ،f (z) = log z که دهید نشان .۲

می کند. برآورده قطبی مختصات در را

.v = θ ،u = ln r بنابراین ،f (z) = ln r + iθ بگذارید پاسخ: •

∂u

∂r
= 1

r
,

1
r

∂v

∂θ
= 1

r
· 1 = 1

r
.

1
r

∂u

∂θ
= 0, −∂v

∂r
= 0.

می کند. تأیید را C \ {0} در مشتق پذیری که هستند، برقرار r 6= 0 برای معادلات

می کند. برآورده z 6= 0 برای را کوشی‑ریمان معادلات f (z) = 1
z2 که کنید تأیید .۳
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.v = −sin 2θ
r2 ،u = cos 2θ

r2 بنابراین ،f (z) = 1
r2(cos 2θ − i sin 2θ) بگذارید پاسخ: •

∂u

∂r
= −2 cos 2θ

r3 ,
1
r

∂v

∂θ
= 1

r
·
−2 cos 2θ

r2

 = −2 cos 2θ

r3 .

1
r

∂u

∂θ
= 1

r
·
−2 sin 2θ

r2

 = −2 sin 2θ

r3 , −∂v

∂r
= −

2 sin 2θ

r3

 = −2 sin 2θ

r3 .

می کند. تأیید را z 6= 0 برای بودن تحلیلی که هستند، برقرار معادلات

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۱۲ .۲

قطبی. مختصات از استفاده با است مشتق پذیر کجا در f (z) = |z| که کنید تعیین .۱

f (z) = برای .۲

تحلیلی توابع ۱۳ .۲

تعریف ۱ .۱۳ .۲

D در هولومورف) (یا تحلیلی است، باز مجموعه یک D ⊆ C آن در که ،f : D → C تابعی

حد ،z0 ∈ D هر برای یعنی، باشد. مختلط مشتق پذیر z ∈ D نقطه هر در اگر می شود نامیده

f ′(z0) = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0
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در که تابعی می شود. نزدیک z0 به آن طریق از z که باشد مسیری از مستقل و باشد داشته وجود

می شود. نامیده سرتاسری باشد، تحلیلی مختلط صفحه کل

اصلی خواص ۲ .۱۳ .۲

می کند: متمایز مختلط تحلیل در را آنها که هستند توجهی قابل خواص دارای تحلیلی توابع

در ،z = x + iy آن در که ،f (z) = u(x, y) + iv(x, y) اگر کوشی‑ریمان: معادلات (آ)

می کنند: برآورده را زیر معادلات آن موهومی و حقیقی بخش های آنگاه باشد، تحلیلی D

∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

.D سراسر در پیوسته جزئی مشتقات با

و است، مشتق پذیر بار بی نهایت D در باشد، تحلیلی D در f اگر بی نهایت: مشتق پذیری (ب)

است. تحلیلی نیز f (n) مشتق هر

دارد وجود توانی سری یک ،z0 ∈ D هر برای توانی: سری نمایش (ج)

f (z) =
∞∑

n=0
an(z − z0)n

می شود. همگرا D درون z0 در متمرکز دیسک یک در f (z) به که

آنگاه: باشند، تحلیلی D در g و f اگر جبری: عملیات (د)

هستند. تحلیلی D در f − g و f + g •

است. تحلیلی D در f · g •
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است. تحلیلی {z ∈ D | g(z) 6= 0} در f
g •

f ◦ g آنگاه باشد، تحلیلی g(D) حاوی مجموعه ای در f و باشد تحلیلی D در g اگر •

است. تحلیلی D در

را لاپلاس معادله تحلیلی، تابع یک v و u موهومی و حقیقی بخش های هارمونیک: توابع (ه)

می کنند: برآورده
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0,
∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 = 0

می سازد. هارمونیک توابع را آنها که

همدیسی عنوان به که خاصیتی می کند، حفظ z0 در را زوایا f ،f ′(z0) 6= 0 اگر همدیسی: (و)

است. مفید هندسی تبدیل های در و می شود شناخته

کلیدی خواص اشتقاق ۳ .۱۳ .۲

مشتق پذیری مثال، برای می شوند. ناشی کوشی‑ریمان معادلات و بودن تحلیلی تعریف از خواص

بالاتر مشتقات تمام وجود مختلط، معنای در مشتق پذیری که می شود ناشی واقعیت این از بی نهایت

f = u+ iv بودن، هارمونیک تأیید برای است. توانی سری نمایش از نتیجه ای که می کند، دلالت را

کوشی‑ریمان: معادلات از بگیرید. نظر در را تحلیلی

ux = vy, uy = −vx

بگیرید: مشتق

uxx = vyx, uyy = −vxy
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داریم: دوم)، مرتبه مشتقات پیوستگی فرض (با vyx = vxy که آنجا از

uxx + uyy = vyx − vxy = 0

یک توانی سری نمایش هستند. هارمونیک v و u می کند تأیید که ،vxx + vyy = 0 مشابه، طور به

چندجمله ای ها توسط محلی صورت به می تواند تحلیلی تابع یک می کند تضمین که است عمیق نتیجه

می شود. ناشی مختلط انتگرال گیری قضیه های از که خاصیتی شود، زده تقریب

توضیحی مثال های ۴ .۱۳ .۲

چندجمله ای، یک عنوان به بگیرید. نظر در را f (z) = z3 − 2z + 1 تابع چندجمله ای: (آ)

است. (C در (تحلیلی سرتاسری بنابراین است، مشتق پذیر جا همه در

را کوشی‑ریمان معادلات .f (z) = ez = ex cos y + iex sin y بگذارید نمایی: تابع (ب)

کنید: تأیید

ux = ex cos y = vy, uy = −ex sin y = −vx

.f ′(z) = ez با است، سرتاسری f بنابراین هستند، پیوسته جزئی مشتقات

کنید: محاسبه .z 6= 1 ،f (z) = z
z−1 بگذارید : گویا تابع (ج)

f ′(z) = (z − 1) · 1 − z · 1
(z − 1)2 = − 1

(z − 1)2

است. تحلیلی C \ {1} در تابع این
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نیستند: برقرار کوشی‑ریمان معادلات .f (z) = z = x − iy بگذارید غیرتحلیلی: تابع (د)

ux = 1 6= vy = −1

نیست. تحلیلی جا هیچ در f بنابراین،

سرتاسری e−iz و eiz که آنجا از .f (z) = sin z = eiz−e−iz

2i بگذارید مثلثاتی: تابع (ه)

است. تحلیلی C در sin z بنابراین است، سرتاسری آنها خطی ترکیب هستند،

نتایج و کاربردها ۵ .۱۳ .۲

دارند: گسترده ای کاربردهای و هستند مرکزی مختلط تحلیل در تحلیلی توابع

در که می کنند، حفظ را زوایا غیرصفر، مشتقات با تحلیلی توابع همدیس: نگاشت های •

طرح های برای نقشه نگاری در و چرخش بدون جریان های مدل سازی برای شاره ها دینامیک

می شوند. استفاده نقشه

معادله حل در آنها موهومی و حقیقی بخش های هارمونیک ماهیت هارمونیک: تحلیل •

است. حیاتی حرارت انتقال و الکترواستاتیک در لاپلاس

را کوشی انتگرال قضیه مانند قدرتمندی قضیه های تحلیلی، توابع مختلط: انتگرال گیری •

می کند. ساده مهندسی و فیزیک در را کانتور انتگرال های که می سازند، ممکن

تحلیل برای لاپلاس و فوریه تبدیل های پایه تحلیلی، توابع مهندسی، در سیگنال: پردازش •

می دهند. تشکیل را سیگنال ها

نمایش های دارای و هستند مشتق پذیر بار بی نهایت تحلیلی توابع که است این کلیدی نتیجه یک
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می سازد. خوب رفتار بسیار حقیقی، مشتق پذیر توابع با مقایسه در را آنها که می باشند، توانی سری

تاریخی زمینه ۶ .۱۳ .۲

و کوشی‑ریمان معادلات که کوشی، گوستین‑لویی آ توسط نوزدهم قرن در تحلیلی توابع نظریه

خواص ریمان، سطوح و توابع نظریه بر کارش که ریمان، برنهارد و نهاد، بنا را انتگرال قضیه های

مدرن درک توانی، سری نمایش های بر کید تأ با وایرشتراس کارل یافت. توسعه کرد، رسمی را آنها

کرد. تثبیت را بودن تحلیلی از

شهود ۷ .۱۳ .۲

را کوچک اشکال که کرد، تجسم مختلط صفحه در نرم نگاشت های عنوان به می توان را تحلیلی توابع

f (z) = z2 مثال، برای .f ′(z) 6= 0 که زمانی می کنند، تبدیل می کنند، حفظ را زوایا که حالی در

اندازه به محلی مقیاس دهی با می کند، نگاشت سهمی ها از شبکه ای به را خطوط از شبکه یک

اشکال که می کند تضمین همدیسی خاصیت این .arg(2z) اندازه به چرخش و |f ′(z)| = |2z|
الگوهای که آیرودینامیک، مانند کاربردهایی در که ویژگی ای می مانند، باقی تشخیص قابل کوچک

می گیرد. قرار استفاده مورد می شوند، مدل سازی جریان
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−2 −1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 2

−2
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1

1.5

2
u = 0

u = 0

u = 1u = −1

u = −1

v = 0
v = 0

v = 1

v = 1 v = −1

v = −1

x

y

Ⅼeveⅼ ⅽurves of u = x2 − y2 anⅾ v = 2xy for f(z) = z2

θ = 90◦ زاویه با که همان طور می کنند، تقاطع قائمه زاویه با منحناها .f(z) = z2 تحلیلی تابع برای (قرمز) v = 2xy و (آبی) u = x2 −y2 هم تراز منحناهای :۳۹ .۲ شکل
می دهد. نشان را هم ریختی خاصیت که است، شده داده نشان (1, 1) در

−0.2 0.2

2

2.2

f(z0)

f ′(z0)∆z1f ′(z0)∆z2

<(w)

=(w)

Range

0.6 0.8 1 1.2 1.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

z0 ∆z1

∆z2

<(z)

=(z)

Ⅾoⅿain

زاویه که می شوند، نگاشت برد در هم بر عمود بردارهای به دامنه در ∆z2 و ∆z1 هم بر عمود بردارهای .z0 = 1 + i در f(z) = z2 برای هم ریختی نمایش :۴۰ .۲ شکل
می کند. حفظ را θ = 90◦
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−1 −0.5 0.5 1

5

10

15

x

y
f(x) = 1

1−x

N = 0
N = 1
N = 2
N = 5

می شود. همگرا f(x) به |x| < 1 برای سری .N = 0, 1, 2, 5 برای
∑N

n=0 xn تیلور سری جزئی مجموع های توسط f(x) = 1
1−x تقریب :۴۱ .۲ شکل

تمرین ها ۸ .۱۳ .۲

است. تحلیلی C در f (z) = z3 − 2z + 1 که کنید تأیید (آ)

سرتاسری بنابراین است، مشتق پذیر جا همه در f (z) چندجمله ای، یک عنوان به پاسخ: •

است.

کنید. محاسبه را آن مشتق و است تحلیلی C در f (z) = e2z که دهید نشان (ب)

آنجا از .f ′(z) = 2e2z زنجیره ای، قانون از استفاده با .f (z) = e2z بگذارید پاسخ: •

است. تحلیلی C در f است، سرتاسری e2z که

است. تحلیلی کجا در f (z) = z2

z−i که کنید تعیین (ج)

یعنی ،z − i 6= 0 مخرج که جایی در و چندجمله ای هاست، از کسری تابع این پاسخ: •

است. تحلیلی C \ {i} در بنابراین، است. تحلیلی ،z 6= i
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تحلیلی توابع ۱۳ .۲

است. تحلیلی جایی در f (z) = |z|2 آیا که کنید بررسی (د)

کوشی‑ معادلات .v = 0 ،u = x2 + y2 پس ،f (z) = x2 + y2 بگذارید پاسخ: •

ریمان:

ux = 2x = vy = 0 =⇒ x = 0, uy = 2y = −vx = 0 =⇒ y = 0

نیازمند بودن تحلیلی که آنجا از .f ′(0) = 0 آن در که می شود، برآورده z = 0 در فقط

نیست. تحلیلی جا هیچ در f است، باز مجموعه یک در مشتق پذیری

کوشی‑ریمان. معادلات از استفاده با است سرتاسری sin z که کنید تأیید (ه)

،u = sin x cosh y پس ،sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y بگذارید پاسخ: •

.v = cos x sinh y

ux = cos x cosh y = vy, uy = sin x sinh y = −vx

است. سرتاسری sin z بنابراین هستند، پیوسته جزئی مشتقات

است. تحلیلی کجا در اصلی) (شاخه f (z) = log z که کنید تعیین (و)

است. شده تأیید قطبی مختصات در که همان طور ،C\{z | z ≤ 0} در تحلیلی پاسخ: •

دشوارتر تمرین های ۹ .۱۳ .۲

یک در z همه برای f (z) = 0 و باشد تحلیلی D متصل دامنه در f اگر که کنید ثابت (آ)

.z ∈ D همه برای f (z) = 0 آنگاه ،D از غیرخالی باز زیرمجموعه
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تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

به D در نمی تواند |f (z)| آنگاه باشد، غیرثابت و تحلیلی D دامنه در f اگر که دهید نشان (ب)

برسد. بیشینه

.z ∈ C همه برای f ′(z) = f (z) و f (0) = 1 که بیابید را f سرتاسری توابع تمام (ج)

است. تحلیلی جایی در f (z) = z Re z آیا که کنید تعیین (د)

تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

تعریف ۱ .۱۴ .۲

D در هولومورف) (یا تحلیلی است، باز مجموعه یک D ⊆ C آن در که ،f : D → C تابع

حد ،z0 ∈ D هر برای یعنی، باشد. مختلط مشتق پذیر z ∈ D نقطه هر در اگر می شود نامیده

f ′(z0) = lim
z→z0

f (z) − f (z0)
z − z0

تحلیلی مختلط صفحه کل در که تابعی باشد. شدن نزدیک مسیر از مستقل و باشد داشته وجود

می شود. نامیده سرتاسری باشد،

اصلی خواص ۲ .۱۴ .۲

می کند: متمایز مختلط تحلیل در را آنها که هستند توجهی قابل خواص دارای تحلیلی توابع

در ،z = x + iy آن در که ،f (z) = u(x, y) + iv(x, y) اگر کوشی‑ریمان: معادلات (آ)
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تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

می کنند: برآورده را زیر معادلات آن موهومی و حقیقی بخش های آنگاه باشد، تحلیلی D

∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

.D سراسر در پیوسته جزئی مشتقات با

و است، مشتق پذیر بار بی نهایت D در باشد، تحلیلی D در f اگر بی نهایت: مشتق پذیری (ب)

است. تحلیلی نیز f (n) مشتق هر

دارد وجود توانی سری یک ،z0 ∈ D هر برای توانی: سری نمایش (ج)

f (z) =
∞∑

n=0
an(z − z0)n

می شود. همگرا D درون z0 در متمرکز دیسک یک در f (z) به که

را لاپلاس معادله تحلیلی، تابع یک v و u موهومی و حقیقی بخش های هارمونیک: توابع (د)

می کنند: برآورده
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0,
∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 = 0

می سازد. هارمونیک توابع را آنها که

همدیسی عنوان به که خاصیتی می کند، حفظ z0 در را زوایا f ،f ′(z0) 6= 0 اگر همدیسی: (ه)

است. مفید هندسی تبدیل های در و می شود شناخته

آنگاه: باشند، تحلیلی D در g و f اگر جبری: عملیات (و)

هستند. تحلیلی D در f − g و f + g •

است. تحلیلی D در f · g •
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تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

است. تحلیلی {z ∈ D | g(z) 6= 0} در f
g •

f ◦ g آنگاه باشد، تحلیلی g(D) حاوی مجموعه ای در f و باشد تحلیلی D در g اگر •

است. تحلیلی D در

خواص اشتقاق ۳ .۱۴ .۲

مشتق پذیری مثال، برای می شوند. ناشی کوشی‑ریمان معادلات و بودن تحلیلی تعریف از خواص

بالاتر مشتقات تمام وجود مختلط، معنای در مشتق پذیری که می شود ناشی واقعیت این از بی نهایت

f = u+ iv بودن، هارمونیک تأیید برای است. توانی سری نمایش از نتیجه ای که می کند، دلالت را

کوشی‑ریمان: معادلات از بگیرید. نظر در را تحلیلی

ux = vy, uy = −vx

بگیرید: مشتق

uxx = vyx, uyy = −vxy

داریم: دوم)، مرتبه مشتقات پیوستگی فرض (با vyx = vxy که آنجا از

uxx + uyy = vyx − vxy = 0

یک توانی سری نمایش هستند. هارمونیک v و u می کند تأیید که ،vxx + vyy = 0 مشابه، طور به

چندجمله ای ها توسط محلی صورت به می تواند تحلیلی تابع یک می کند تضمین که است عمیق نتیجه

می شود. ناشی مختلط انتگرال گیری قضیه های از که خاصیتی شود، زده تقریب
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تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

توضیحی مثال های ۴ .۱۴ .۲

می دهند: نشان را تحلیلی توابع ماهیت شده اند، گرفته استاندارد مختلط تحلیل از که زیر، مثال های

جا همه در f (z) چندجمله ای، یک عنوان به − f (z) = z3 − 2z + 1 چندجمله ای: تابع (آ)

کنید: تأیید کوشی‑ریمان معادلات از استفاده با است. سرتاسری بنابراین است، مشتق پذیر

u = x3 − 3xy2 − 2x, v = 3x2y − y3 − 2y

ux = 3x2 − 3y2 = vy, uy = −6xy = −vx = −6xy

است برابر مشتق می کند. تأیید را C در بودن تحلیلی که هستند، پیوسته جزئی مشتقات −

با:

f ′(z) = 3z2 − 2

،u = ex cos y پس ،f (z) = ex cos y+iex sin y بگذارید − f (z) = ez نمایی: تابع (ب)

.v = ex sin y

ux = ex cos y = vy, uy = −ex sin y = −vx

.f ′(z) = ez با است، سرتاسری f بنابراین هستند، پیوسته جزئی مشتقات −

سرتاسری e−iz ،eiz و ،sin z = eiz−e−iz

2i که آنجا از − f (z) = sin z مثلثاتی: تابع (ج)

تأیید: است. سرتاسری sin z هستند،

u = sin x cosh y, v = cos x sinh y
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تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

ux = cos x cosh y = vy, uy = sin x sinh y = −vx

.f ′(z) = cos z با می کنند، تأیید را بودن تحلیلی پیوسته جزئی مشتقات −

محاسبه: .z 6= 1 یعنی ،z − 1 6= 0 که جایی در تحلیلی − f (z) = z
z−1 گویا: تابع (د)

f ′(z) = (z − 1) · 1 − z · 1
(z − 1)2 = − 1

(z − 1)2

است. تحلیلی C \ {1} در f بنابراین، −

.v = −y ،u = x بگذارید − f (z) = z̄ غیرتحلیلی: تابع (ه)

ux = 1 6= −1 = vy, uy = 0 = −vx

نیست. تحلیلی جا هیچ در f بنابراین نیستند، برقرار کوشی‑ریمان معادلات −

f (z) = ،(−π < arg z ≤ π) اصلی شاخه برای − f (z) = log z لگاریتمی: تابع (و)

:v = θ ،u = ln r قطبی، شکل در .ln |z| + i arg z

∂u

∂r
= 1

r
= 1

r

∂v

∂θ
,

1
r

∂u

∂θ
= 0 = −∂v

∂r

.f ′(z) = 1
z با ،C \ {z | z ≤ 0} در تحلیلی −

نتایج و کاربردها ۵ .۱۴ .۲

دارند: گسترده ای کاربردهای و هستند مرکزی مختلط تحلیل در تحلیلی توابع

در که می کنند، حفظ را زوایا غیرصفر، مشتقات با تحلیلی توابع همدیس: نگاشت های •
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تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

طرح های برای نقشه نگاری در و چرخش بدون جریان های مدل سازی برای شاره ها دینامیک

می شوند. استفاده نقشه

معادله حل در آنها موهومی و حقیقی بخش های هارمونیک ماهیت هارمونیک: تحلیل •

است. حیاتی حرارت انتقال و الکترواستاتیک در لاپلاس

را کوشی انتگرال قضیه مانند قدرتمندی قضیه های تحلیلی، توابع مختلط: انتگرال گیری •

می کند. ساده مهندسی و فیزیک در را کانتور انتگرال های که می سازند، ممکن

تحلیل برای لاپلاس و فوریه تبدیل های پایه تحلیلی، توابع مهندسی، در سیگنال: پردازش •

می دهند. تشکیل را سیگنال ها

نمایش های دارای و هستند مشتق پذیر بار بی نهایت تحلیلی توابع که است این کلیدی نتیجه یک

می سازد. خوب رفتار بسیار حقیقی، مشتق پذیر توابع با مقایسه در را آنها که می باشند، توانی سری

تاریخی زمینه ۶ .۱۴ .۲

و کوشی‑ریمان معادلات که کوشی، گوستین‑لویی آ توسط نوزدهم قرن در تحلیلی توابع نظریه

خواص ریمان، سطوح و توابع نظریه بر کارش که ریمان، برنهارد و نهاد، بنا را انتگرال قضیه های

مدرن درک توانی، سری نمایش های بر کید تأ با وایرشتراس کارل یافت. توسعه کرد، رسمی را آنها

کرد. تثبیت را بودن تحلیلی از
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تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

شهود ۷ .۱۴ .۲

حفظ را زوایا که کرد، تجسم مختلط صفحه در نرم نگاشت های عنوان به می توان را تحلیلی توابع

شبکه ای به را خطوط از شبکه یک f (z) = z2 مثال، برای .f ′(z) 6= 0 که زمانی می کنند

اندازه به چرخش و |f ′(z)| = |2z| اندازه به محلی مقیاس دهی با می کند، نگاشت سهمی ها از

می شوند، نگاشت پرتوها به افقی خطوط و دایره ها به عمودی خطوط ،f (z) = ez برای .arg(2z)
می کند. منعکس را تابع همدیس و دوره ای ماهیت که

−2 2

−2

2

<(w)

=(w)

w−pⅼane

−1 1

−2

2

<(z)

=(z)

z−pⅼane

خطوط و دایره ها به عمودی خطوط آن در که w صفحه راست: (قرمز). افقی و (آبی) عمودی خطوط با z صفحه چپ: .f(z) = ez تحت شبکه خطوط نگاشت :۴۲ .۲ شکل
می شوند. نگاشت شعاع ها به افقی

−0.4 −0.2 0.2 0.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

f(z0)
f ′(z0)∆z1f ′(z0)∆z2

<(w)

=(w)

Range

0.6 0.8 1 1.2 1.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

z0 ∆z1

∆z2

<(z)

=(z)

Ⅾoⅿain

θ = 90◦ زاویه که می شوند، نگاشت برد در هم بر عمود بردارهای به دامنه در ∆z2 و ∆z1 هم بر عمود بردارهای .z0 = 1 + i در f(z) = z2 تحت محلی تبدیل :۴۳ .۲ شکل
می کند. حفظ را
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تحلیلی توابع مثال های ۱۴ .۲

تمرین ها ۸ .۱۴ .۲

است. تحلیلی C در f (z) = z4 − 3z2 + 2 که کنید تأیید (آ)

است. سرتاسری بنابراین است، مشتق پذیر جا همه در چندجمله ای، یک عنوان به پاسخ: •

است. تحلیلی C در f (z) = cos z که دهید نشان (ب)

سرتاسری cos z هستند، سرتاسری e−iz ،eiz و ،cos z = eiz+e−iz

2 که آنجا از پاسخ: •

است.

است. تحلیلی کجا در f (z) = z
z2+1 که کنید تعیین (ج)

.z 6= ±i یعنی ،z2 + 1 6= 0 که جایی در تحلیلی پاسخ: •

است. تحلیلی f (z) = Re z آیا که کنید بررسی (د)

جا هیچ در بنابراین ،ux = 1 6= 0 = vy آنگاه .v = 0 ،u = x بگذارید پاسخ: •

نیست. تحلیلی

کوشی‑ریمان. معادلات از استفاده با است سرتاسری f (z) = sin z که کنید تأیید (ه)

.v = cos x sinh y ،u = sin x cosh y بگذارید پاسخ: •

ux = cos x cosh y = vy, uy = sin x sinh y = −vx

است. سرتاسری sin z بنابراین هستند، پیوسته جزئی مشتقات

است. تحلیلی کجا در f (z) = log z اصلی شاخه که کنید تعیین (و)

۲۲۱



هارمونیک توابع ۱۵ .۲

.C \ {z | z ≤ 0} در تحلیلی پاسخ: •

دشوارتر تمرین های ۹ .۱۴ .۲

یک در z همه برای f (z) = 0 و باشد تحلیلی D متصل دامنه در f اگر که کنید ثابت (آ)

.z ∈ D همه برای f (z) = 0 آنگاه ،D از غیرخالی باز زیرمجموعه

به D در نمی تواند |f (z)| آنگاه باشد، غیرثابت و تحلیلی D دامنه در f اگر که دهید نشان (ب)

برسد. بیشینه

.z ∈ C همه برای f ′(z) = f (z) و f (0) = 1 که بیابید را f سرتاسری توابع تمام (ج)

است. تحلیلی جایی در f (z) = z Re z آیا که کنید تعیین (د)

هارمونیک توابع ۱۵ .۲

تعریف ۱ .۱۵ .۲

دو اگر می شود نامیده هارمونیک است، باز مجموعه یک D ⊆ C آن در که ،u : D → R تابع

کند: برآورده را لاپلاس معادله و باشد مشتق پذیر پیوسته بار

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0,

موهومی یا حقیقی بخش های معمولا هارمونیک توابع مختلط، تحلیل در .z = x + iy آن در که

شده اند. تعریف باز دامنه های روی که هستند تحلیلی توابع
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هارمونیک توابع ۱۵ .۲

تحلیلی توابع با رابطه ۲ .۱۵ .۲

در f (z) = u(x, y) + iv(x, y) اگر دارند. تحلیلی توابع با نزدیکی ارتباط هارمونیک توابع

معادلات از این هستند. هارمونیک D در v و u دو هر آنگاه باشد، تحلیلی D باز مجموعه

می شود: ناشی کوشی‑ریمان

∂u

∂x
= ∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

مشتق گیری: با

∂2u

∂x2 = ∂

∂x

∂v

∂y

 = ∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2 = ∂

∂y

−∂v

∂x

 = − ∂2v

∂y∂x
.

داریم: دوم)، مرتبه مشتقات پیوستگی فرض (با vyx = vxy که آنجا از

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = vyx − vxy = 0

،D متصل ساده دامنه در u هارمونیک تابع یک برای برعکس، است. هارمونیک v مشابه، طور به

است. تحلیلی f = u + iv که طوری به دارد وجود v هارمونیک مزدوج

اصلی خواص ۳ .۱۵ .۲

می سازند: بنیادی مختلط تحلیل در را آنها که هستند کلیدی خاصیت چندین دارای هارمونیک توابع

مقادیر میانگین برابر z0 ∈ D نقطه در مقدار ،u هارمونیک تابع برای میانگین: خاصیت (آ)
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است: D در z0 مرکز به دایره ای هر روی آن

u(z0) = 1
2π

∫ 2π

0 u(z0 + reiθ) dθ,

کوچک. کافی اندازه به r > 0 برای

را خود کمینه و بیشینه مقادیر باشد، هارمونیک D محدود دامنه در u اگر بیشینه: اصل (ب)

باشد. ثابت u اینکه مگر می گیرد، D مرز روی

زیرا هستند، مشتق پذیر بار بی نهایت خود دامنه در هارمونیک توابع بی نهایت: مشتق پذیری (ج)

هستند. بیضوی جزئی دیفرانسیل معادله راه حل های

مقادیر به توجه با است: یکتا راه حل دارای لاپلاس معادله برای دیریکله مسئله یگانگی: (د)

مقادیر آن با که دارد وجود D در هارمونیک تابع یک حداکثر ،∂D روی پیوسته مرزی

دارد. مطابقت

به است، v مزدوج دارای u هارمونیک تابع متصل، ساده دامنه در هارمونیک: مزدوج (ه)

می شود. یافت کوشی‑ریمان معادلات حل با که است، تحلیلی f = u + iv که طوری

هارمونیک مزدوج یافتن ۴ .۱۵ .۲

کنید: حل را زیر معادلات ،u هارمونیک تابع یک v هارمونیک مزدوج یافتن برای

∂v

∂x
= −∂u

∂y
,

∂v

∂y
= ∂u

∂x
.
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بگیرید: انتگرال

v(x, y) =
∫

−∂u

∂y
dx + h(y).

تحلیلی f = u + iv که می کند تضمین این کنید. استفاده h(y) تعیین برای ∂v
∂y = ∂u

∂x از سپس،

است.

توضیحی مثال های ۵ .۱۵ .۲

تأیید .f (z) = z2 حقیقی بخش ،u(x, y) = x2 − y2 تابع چندجمله ای: مثال (آ)

بودن: هارمونیک

∂u

∂x
= 2x,

∂2u

∂x2 = 2,
∂u

∂y
= −2y,

∂2u

∂y2 = −2

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 2 − 2 = 0

کنید: حل هارمونیک: مزدوج

∂v

∂x
= −(−2y) = 2y, v = 2xy + h(y)

∂v

∂y
= 2x + h′(y) = ∂u

∂x
= 2x =⇒ h′(y) = 0 =⇒ h(y) = c

.f (z) = z2 = (x2 − y2) + i2xy و ،v = 2xy بنابراین،
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تأیید: .f (z) = ez از ،u(x, y) = ex cos y بگذارید نمایی: مثال (ب)

∂u

∂x
= ex cos y,

∂2u

∂x2 = ex cos y

∂u

∂y
= −ex sin y,

∂2u

∂y2 = −ex cos y

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = ex cos y − ex cos y = 0

.f (z) = ez = ex cos y + iex sin y زیرا ،v = ex sin y هارمونیک: مزدوج

(x, y) 6= برای ،u(x, y) = ln
√

x2 + y2 = 1
2 ln(x2+y2) بگذارید لگاریتمی: مثال (ج)

تأیید: .(0, 0)
∂u

∂x
= x

x2 + y2 ,
∂2u

∂x2 = y2 − x2

(x2 + y2)2

∂u

∂y
= y

x2 + y2 ,
∂2u

∂y2 = x2 − y2

(x2 + y2)2

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = y2 − x2 + x2 − y2

(x2 + y2)2 = 0

.f (z) = log z از ،v = tan−1(y/x) هارمونیک: مزدوج

تأیید: .u(x, y) = x2 + y2 بگذارید غیرهارمونیک: مثال (د)

∂2u

∂x2 = 2,
∂2u

∂y2 = 2,
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 4 6= 0

نمی کند. برآورده را لاپلاس معادله زیرا غیرهارمونیک،
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نتایج و کاربردها ۶ .۱۵ .۲

دارند: محوری نقش آن کاربردهای و مختلط تحلیل در هارمونیک توابع

لاپلاس معادله و است هارمونیک بار، بدون مناطق در الکتریکی پتانسیل الکترواستاتیک: •

می کند. برآورده را

تراکم، غیرقابل و چرخش بدون سیال جریان برای سرعت پتانسیل شاره ها: دینامیک •

می شود. استفاده آیرودینامیک در که است، هارمونیک

هارمونیک حرارتی، منبع بدون رسانه های در پایدار حالت دمای توزیع حرارت: انتقال •

است.

پشتیبانی سیگنال ها تجزیه برای را فوریه تحلیل هارمونیک، توابع سیگنال: پردازش •

می کنند.

و مهندسی در هندسی تبدیل های در تحلیلی، توابع اجزای عنوان به همدیس: نگاشت های •

دارند. نقش فیزیک

هارمونیک مزدوج های دارای متصل ساده دامنه های در هارمونیک توابع که است این کلیدی نتیجه یک

می کند. تسهیل مختلط تحلیل کاربردهای برای را تحلیلی توابع ساخت که هستند،

تاریخی زمینه ۷ .۱۵ .۲

میدان های زمینه در را لاپلاس معادله که لاپلاس، پیر‑سیمون توسط هجدهم قرن در هارمونیک توابع

قرن در کلوین) (لرد تامسون ویلیام توسط ”هارمونیک” اصطلاح شدند. رسمی کرد، معرفی گرانشی
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و کوشی توسط مختلط تحلیل با آنها ارتباط موجی. هارمونی های از الهام با شد، ابداع نوزدهم

شد. تثبیت هستند، هارمونیک تحلیلی توابع موهومی و حقیقی بخش های دادند نشان که ریمان،

شهود ۸ .۱۵ .۲

دما مانند پایدار، حالت پدیده های که کرد تجسم نرمی سطوح عنوان به می توان را هارمونیک توابع

برای است. آن اطراف مقادیر میانگین نقطه هر در مقدار که جایی می دهند، نشان را پتانسیل، یا

مزدوج منحنی های بر عمود که هستند، هذلولی صورت به تراز منحنی های ،u(x, y) = x2 − y2

عمود این می دهند. نشان را f (z) = z2 تحلیلی تابع همدیس ماهیت و دارند، قرار v = 2xy

تضمین را مختلط صفحه در نرم انتقال های و می کند منعکس را لاپلاس معادله ذاتی تعادل بودن،

می کند.

−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5

−1.5
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1
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u = −0.8

u = −0.8

u = 0

u = 0

u = 0.8

(1, 0), u = 1(−1, 0), u = 1

(0, 1), u = −1

(0, −1), u = −1

x

y

روی (0, ±1) نقاط در u = −1 مقدار کمینه و (±1, 0) نقاط در u = 1 مقدار بیشینه .[−1, 1]2 در u(x, y) = x2 − y2 هارمونیک تابع هم تراز منحناهای :۴۴ .۲ شکل
می دهد. رخ مرز
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v = 2 v = −2

v = −2

x

y

Ⅼeveⅼ ⅽurves of u = x2 − y2 anⅾ v = 2xy

همان طور می کنند، تقاطع قائمه زاویه با منحناها (قرمز). v(x, y) = 2xy آن هارمونیک مزدوج و (آبی) u(x, y) = x2 − y2 هارمونیک تابع هم تراز منحناهای :۴۵ .۲ شکل
می کند. منعکس را کوشی‑ریمان معادلات که است، شده داده نشان (1, 1) در θ = 90◦ زاویه با که

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

u = x2 + y2

x

y

نمی کند. برآورده را لاپلاس معادله تابع این ،∇2u = 4 6= 0 که آنجا از هستند. دایره هایی که ،u(x, y) = x2 + y2 غیرهارمونیک تابع هم تراز منحناهای :۴۶ .۲ شکل
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تمرین ها ۹ .۱۵ .۲

است. هارمونیک u(x, y) = x3 − 3xy2 که کنید تأیید (آ)

کنید: محاسبه پاسخ: •

∂u

∂x
= 3x2 − 3y2,

∂2u

∂x2 = 6x

∂u

∂y
= −6xy,

∂2u

∂y2 = −6x

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 6x − 6x = 0

است. هارمونیک u بنابراین،

بیابید. را u(x, y) = ex sin y هارمونیک مزدوج (ب)

کنید: حل پاسخ: •
∂v

∂x
= −∂u

∂y
= −ex cos y

v = −ex cos y + h(y)
∂v

∂y
= ex sin y+h′(y) = ∂u

∂x
= ex sin y =⇒ h′(y) = 0 =⇒ h(y) = c

.v = −ex cos y پس ،c = 0 معمولا .v = −ex cos y + c بنابراین،

است. هارمونیک (x, y) 6= (0, 0) برای u(x, y) = x
x2+y2 که دهید نشان (ج)
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کنید: محاسبه پاسخ: •

∂u

∂x
= y2 − x2

(x2 + y2)2 ,
∂2u

∂x2 = 2x3 − 6xy2

(x2 + y2)3

∂u

∂y
= − 2xy

(x2 + y2)2 ,
∂2u

∂y2 = 2xy2 − 6x3

(x2 + y2)3

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 2x3 − 6xy2 + 2xy2 − 6x3

(x2 + y2)3 = 0

است. هارمونیک u بنابراین،

نیست. هارمونیک u(x, y) = x2 + y2 که کنید تأیید (د)

کنید: محاسبه پاسخ: •

∂2u

∂x2 = 2,
∂2u

∂y2 = 2,
∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 4 6= 0

است. غیرهارمونیک

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۱۵ .۲

کنید. حل u(1, θ) = cos θ مرزی شرط با واحد دیسک در را لاپلاس معادله (آ)

روی و شود نزدیک صفر به y → ∞ با که بیابید بالایی نیم صفحه در هارمونیک تابعی (ب)

بگیرد. ۰ مقدار منفی حقیقی محور روی و ۱ مقدار مثبت حقیقی محور

مرزی مقادیر با واحد دیسک در هارمونیک تابع پواسون، انتگرال فرمول از استفاده با (ج)

بیابید. را u(1, θ) = sin2 θ
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شده تعیین یکتا تحلیلی توابع ۱۶ .۲

تعریف ۱ .۱۶ .۲

E ⊂ D زیرمجموعه ای روی آن مقادیر اگر است شده تعیین یکتا D ⊆ C دامنه روی f تحلیلی تابع

در حدی نقطه دارای E اگر خاص، طور به کند. تعیین D در کامل طور به را f خاص، خواص با

از نقاط بی نهایت شامل z0 از همسایگی هر که باشد داشته وجود z0 ∈ D نقطه ای یعنی باشد، D

تحلیلی توابع سختی خاصیت، این می شود. تعیین یکتا E روی مقادیرش توسط f آنگاه باشد، E

نداشته یگانگی ای چنین است ممکن که می کند، متمایز حقیقی توابع از را آنها و می کند برجسته را

باشند.

اصلی خواص ۲ .۱۶ .۲

است، شده ذکر منابع در که همان طور زیر، کلیدی نتایج توسط شده تعیین یکتا تحلیلی توابع مفهوم

می شود: اداره

قطعه یا دامنه یک از z نقطه هر در f (z) = 0 و باشد تحلیلی D دامنه در f تابع اگر لم: (آ)

.D سراسر در f (z) = 0 آنگاه باشد، D در خطی

مجموعه ای اگر باشند. D دامنه روی تحلیلی توابع g و f کنید فرض هویت: قضیه (ب)

همه برای f (z) = g(z) که طوری به باشد داشته وجود D در حدی نقطه با E ⊂ D

.z ∈ D همه برای f (z) = g(z) آنگاه ،z ∈ E

باشد، صفر D در حدی نقطه با E ⊂ D مجموعه ای در D روی f تحلیلی تابع اگر نتیجه: (ج)
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.z ∈ D همه برای f (z) = 0 آنگاه

نقطه با کوچک مجموعه ای روی آنها رفتار می دهند: نشان را تحلیلی توابع سختی خواص، این

می شود، ناشی آنها توانی سری نمایش از نتیجه این می کند. تعیین دامنه کل در را رفتارشان حدی،

می کند. تضمین را یگانگی که

هویت قضیه اشتقاق ۳ .۱۶ .۲

مجموعه روی که بگیرید نظر در را D دامنه روی g و f تحلیلی تابع دو هویت، قضیه درک برای

سری بسط دارای آنها هستند، تحلیلی g و f که آنجا از برابرند. z0 ∈ D حدی نقطه با E ⊂ D

هستند: z0 حول تیلور

f (z) =
∞∑

n=0
an(z − z0)n, g(z) =

∞∑
n=0

bn(z − z0)n

است تحلیلی که کنید، تعریف را h(z) = f (z) − g(z) تابع .z0 در متمرکز دیسکی در z برای

که دارد وجود {zn} ⊂ E دنباله ای است، E حدی نقطه z0 که آنجا از است. صفر E روی و

در باید h(z) = ∑∞
n=0(an − bn)(z − z0)n برای توانی سری .h(zn) = 0 با ،zn → z0

بنابراین، صفرند. ضرایب تمام دارد دلالت که شود، صفر می شوند، همگرا z0 به که بی نهایت نقاط

.f = g پس ،D سراسر در h(z) = 0 است، متصل D که آنجا از و دیسک، در h(z) = 0
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توضیحی مثال های ۴ .۱۶ .۲

نظر در را g(z) = eiz−e−iz

2i و f (z) = sin z سرتاسری تابع دو مثلثاتی توابع :۱ مثال (آ)

که آنجا از .x ∈ R همه برای f (x) = g(x) یعنی برابرند، حقیقی خط روی آنها بگیرید.

برای f (z) = g(z) که دارد دلالت هویت قضیه است، C در حدی نقاط دارای حقیقی خط

.z ∈ C همه

باشد، تحلیلی مبدأ شامل D دامنه روی f (z) کنید فرض حدی نقطه با دنباله :۲ مثال (ب)

است. D در ۰ در حدی نقطه دارای
{

1
n

}
دنباله .n = 1, 2, 3, . . . برای f

(
1
n

)
= 0 با

.z ∈ D همه برای f (z) = 0 نتیجه، طبق

زیرمجموعه در D متصل دامنه روی g و f تحلیلی تابع دو اگر باز زیرمجموعه :۳ مثال (ج)

است، باز U که آنجا از برابرند. D کل در آنگاه باشند، برابر دیسک، مانند ،U ⊂ D باز

.f = g که می کند تضمین هویت قضیه بنابراین است، D در حدی نقاط شامل

حقیقی محور روی [0, 1] بازه شامل D دامنه روی f کنید فرض خطی قطعه :۴ مثال (د)

در حدی نقاط دارای [0, 1] که آنجا از .x ∈ [0, 1] همه برای f (x) = 0 و باشد، تحلیلی

.z ∈ D همه برای f (z) = 0 که دارد دلالت لم است، D

g(z) = z2 + (z − 1)(z − و f (z) = z2 کنید فرض چندجمله ای توافق :۵ مثال (ه)

بگیریم، نظر در را ۲ و ۱ شامل دیسکی ما و باشند، برابر {1, 2} روی آنها اگر .2) sin z

دنباله ای روی اگر اما یابد. گسترش اینکه مگر باشد نداشته حدی نقطه است ممکن مجموعه

دیسک. در f = g آنگاه باشند، برابر می شود، همگرا ۱ به که {1 + 1
n} مانند
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نتایج و کاربردها ۵ .۱۶ .۲

دارند: مهمی کاربردهای مرتبط، خواص و هویت قضیه

برابر تقاطع شان روی مختلف دامنه های در شده تعریف تحلیلی تابع دو اگر تحلیلی: ادامه •

تشکیل دامنه هایشان اتحاد در را واحد تابع یک آنها باشد، حدی نقطه دارای تقاطع و باشند،

است. حیاتی ریمان زتای تابع مانند توابعی گسترش برای این می دهند.

معادلات یا دیفرانسیل معادلات راه حل های که می کند تضمین قضیه راه حل ها: یگانگی •

و f ′(z) = f (z) که تحلیلی تابع مثال، برای هستند. یکتا باشند، تحلیلی اگر تابعی،

باشد. f (z) = ez باید کند، برآورده را f (0) = 1

تعیین یکتا حدی نقطه با دنباله ای روی مقادیرشان توسط می توانند تحلیلی توابع درون یابی: •

می دهد. گسترش بی نهایت سری های به را چندجمله ای درون یابی که شوند،

در حدی نقطه نمی تواند غیرصفر تحلیلی تابع یک صفرهای مجموعه که است این کلیدی نتیجه یک

تقویت را تحلیلی توابع سختی که باشد، صفر یکسان طور به تابع اینکه مگر باشد، داشته دامنه اش

می کند.

تاریخی زمینه ۶ .۱۶ .۲

مختلط تحلیل پایه های که کوشی، گوستین‑لویی آ توسط نوزدهم قرن در تحلیلی توابع یگانگی خواص

برنهارد کارهای شد. رسمی کرد، کید تأ توانی سری نمایش های بر که وایرشتراس، کارل و نهاد، بنا را

تحلیل بنای سنگ به را آن و کرد تثبیت تحلیلی ادامه در را هویت قضیه نقش توابع، نظریه بر ریمان

کرد. تبدیل مدرن مختلط
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شده تعیین یکتا تحلیلی توابع ۱۶ .۲

شهود ۷ .۱۶ .۲

f اگر می کند. نقاشی آن روی f (z) تحلیلی تابع که کنید تصور بومی عنوان به را مختلط صفحه

قضیه باشند، برابر می شود، همگرا ۰ به که 1
n نقاط مانند مجموعه ای روی g دیگر تحلیلی تابع و

و f (z) = z2 اگر مثال، برای است. یکسان دامنه کل در آنها نقاشی های که می کند تضمین هویت

همه در را رفتارشان که است، یکسان ۰ در آنها تیلور سری های باشند، برابر
{

1
n

}
روی g(z) = z2

می گیرد. قرار هستند، انعطاف پذیرتر که پیوسته، توابع مقابل در سختی این می کند. ثابت جا

z0

Ⅾoⅿain D

E =
{ 1

n | n = 1, 2, . . .
}

Neighborhooⅾ of z0

شامل که است z0 همسایگی نشان دهنده نقطه چین دایره است. D داخل در (قرمز) z0 حدی نقطه یک دارای که آبی) (نقاط E مجموعه با واحد) (دیسک D ناحیه :۴۷ .۲ شکل
می باشد. E از نقاط نامتناهی تعداد

z0

Ⅾoⅿain D

Set E where f = g

Thus، f = g on aⅼⅼ of D

،
{ 1

n

}
در g(z) = z2 و f(z) = z2 مانند ،D در (قرمز) z0 حدی نقطه یک با آبی) (نقاط E مجموعه در g و f تحلیلی تابع دو اگر همانی: قضیه نمایش :۴۸ .۲ شکل

هستند. یکسان D کل در باشند، یکسان
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شده تعیین یکتا تحلیلی توابع ۱۶ .۲

z0

Ⅾoⅿain D

Points where f = 0

Thus، f ≡ 0 on D

است. صفر یکسان به صورت D کل در باشد، صفر D در (قرمز) z0 حدی نقطه یک با آبی) (نقاط E مجموعه در f تحلیلی تابع یک اگر نتیجه: :۴۹ .۲ شکل

D1 D2

f1 anaⅼytiⅽ on D1 f2 anaⅼytiⅽ on D2

f1 = f2 on D1 ∩ D2

Unique extension to D1 ∪ D2

به صورت را آن ها می توان باشند، یکسان است، حدی نقطه یک دارای که ،D1 ∩ D2 اشتراک در و باشند تحلیلی D2 و D1 در به ترتیب f2 و f1 اگر تحلیلی: ادامه :۵۰ .۲ شکل
داد. گسترش D1 ∪ D2 در تحلیلی تابع یک به یکتا
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شده تعیین یکتا تحلیلی توابع ۱۶ .۲

تمرین ها ۸ .۱۶ .۲

،n = 1, 2, 3, . . . برای f
(

1
n

)
= 0 و باشد، تحلیلی D دامنه روی f اگر که کنید تأیید (آ)

.z ∈ D همه برای f (z) = 0 آنگاه ،D در ۰ با

آنجا از هویت، قضیه نتیجه طبق است. D در ۰ در حدی نقطه دارای
{

1
n

}
دنباله پاسخ: •

.z ∈ D همه برای f (z) = 0 ،f (zn) = 0 که

باز دیسک روی f (z) = g(z) با باشند، تحلیلی D متصل دامنه روی g و f کنید فرض (ب)

.D در f = g کنید ثابت .U ⊂ D

هویت، قضیه طبق است. D در حدی نقطه شامل است، باز U که آنجا از پاسخ: •

.z ∈ D همه برای f (z) = g(z)

n = برای f
(

1
n

)
= 1

n2 و باشد، تحلیلی |z| < 1 واحد دیسک روی f کنید فرض (ج)

.f (z) = z2 که دهید نشان .1, 2, 3, . . .

آنجا از .g
(

1
n

)
= 1

n2 −
(

1
n

)2 = 0 آنگاه .g(z) = f (z) − z2 بگذارید پاسخ: •

پس ،g(z) = 0 که دارد دلالت هویت قضیه است، ۰ در حدی نقطه دارای
{

1
n

}
که

.f (z) = z2

.x ∈ [0, 1] برای f (x) = 0 با باشد، تحلیلی [0, 1] شامل D دامنه روی f کنید فرض (د)

.z ∈ D همه برای f (z) = 0 که دهید نشان

همه برای f (z) = 0 لم، طبق است. D در حدی نقاط دارای [0, 1] بازه پاسخ: •

.z ∈ D
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دشوارتر تمرین های ۹ .۱۶ .۲

به باشد داشته وجود L ⊂ D خطی قطعه و باشد، تحلیلی D دامنه روی f کنید فرض (آ)

برای f (z) = c که دهید نشان است. ثابت c که ،z ∈ L همه برای f (z) = c که طوری

.z ∈ D همه

D در حدی نقطه بدون D در {zn} دنباله ای و باشد، تحلیلی D دامنه روی f کنید فرض (ب)

یکسان طور به باید f آیا که کنید بحث .n همه برای f (zn) = 0 اما باشد، داشته وجود

باشد. صفر

شامل مثالی با می کند، تضمین را تحلیلی ادامه یگانگی هویت، قضیه چگونه که دهید توضیح (ج)

ریمان. زتای تابع

انعکاس اصل ۱۷ .۲

تعریف ۱ .۱۷ .۲

f تابعی اگر که می کند بیان می شود، شناخته نیز شوارتز انعکاس اصل عنوان به که انعکاس، اصل

بر و باشد، پیوسته D ∪ S بر باشد، تحلیلی است، حقیقی محور از S قطعه شامل که D دامنه در

D انعکاس که ،D∗ = {z̄ | z ∈ D} دامنه به را آن می توان آنگاه باشد، داشته حقیقی مقادیر S
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می شود: تعریف زیر تابع صورت به گسترش داد. گسترش است، حقیقی محور به نسبت

F (z) =


f (z) zاگر ∈ D ∪ S,

f (z̄) zاگر ∈ D∗.

زیرمجموعه ای D ،معمولا است. تحلیلی D ∪ S ∪ D∗ بزرگتر دامنه در F گسترش یافته تابع این

است. (=z < 0) پایینی نیم صفحه در آن انعکاس D∗ و است، (=z > 0) بالایی نیم صفحه از

اصلی خواص ۲ .۱۷ .۲

می کنند: مشخص را انعکاس اصل زیر خواص

این به می کند، حفظ را f اصلی تابع بودن تحلیلی F گسترش یافته تابع تحلیلی: گسترش (آ)

موررا قضیه از استفاده با این است. تحلیلی D ∪ S ∪ D∗ ترکیبی دامنه در F که معنا

است، صفر D ∪ S ∪ D∗ در بسته کانتور هر بر F انتگرال می کند تأیید که می شود، ثابت

می کند. تضمین را نرمی و مشتق پذیری که

است، پیوسته (S (مرز حقیقی محور سراسر در F گسترش مرز: سراسر در پیوستگی (ب)

انتقال امر این .S بر آن بودن حقیقی مقدار ماهیت و D ∪ S بر f پیوستگی دلیل به

می کند. تضمین را آن انعکاس و اصلی دامنه بین یکپارچه ای

،z ∈ D∗ برای می کند: استفاده تقارن شرط یک از انعکاس اصل تقارن: خاصیت (ج)

است، F (z̄) = F (z) خاصیت دارای گسترش یافته تابع کلی، طور به .F (z) = f (z̄)
می دهد. نشان را حقیقی محور به نسبت تقارن که
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مرزهای به می تواند بلکه نیست حقیقی محور به محدود اصل دیگر: مرزهای به تعمیم (د)

واحد) دایره بر مثلا) خاصی مقادیر تابعی اگر مثال، برای یابد. تعمیم دایره ها، مانند دیگر،

شود. حفظ بودن تحلیلی که حالی در داد انعکاس مرز آن طریق از را آن می توان باشد، داشته

تابع گسترش که است این کلیدی فرعی نتیجه یک گسترش: بودن تحلیلی و یکتایی (ه)

در اطمینان قابلیت و سازگاری که می ماند، باقی تحلیلی گسترش یافته دامنه در و است یکتا

می کند. فراهم را کاربردها

اصل اشتقاق ۳ .۱۷ .۲

پیوسته تابعی اگر می کند بیان که می شود، انجام موررا قضیه از استفاده با انعکاس اصل اشتقاق

:F تابع برای است. تحلیلی تابع آنگاه باشد، صفر بسته کانتور هر بر آن انتگرال و باشد

.∫γ F (z) dz = ∫
γ f (z) dz = 0 :D در کاملا کانتورهای برای •

∫
γ f (z̄) dz = −∫

γ̄ f (w) dw = ،w = z̄ متغیر تغییر با :D∗ در کاملا کانتورهای برای •

.0

آن، بودن حقیقی مقدار خاصیت و f پیوستگی به توجه با :S با متقاطع کانتورهای برای •

است. صفر انتگرال

است. تحلیلی D ∪ S ∪ D∗ در F بنابراین،
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توضیحی مثال های ۴ .۱۷ .۲

محور بر است. سرتاسری f (z) = z2 تابع توضیح: − f (z) = z2 چندجمله ای: تابع (آ)

اصل است. حقیقی که است، f (x) = x2 حقیقی)، (عدد z = x آن در که حقیقی،

تأیید: − می کند. برآورده را انعکاس شرط تابع که می کند تأیید انعکاس

f (z̄) = (z̄)2

داریم: ،f (z) = z2 مختلط، z هر برای و ،z̄2 = z2 که آنجا از

f (z̄) = f (z).

آنجا از و است، یکپارچه حقیقی محور سراسر در گسترش که معناست این به سازگاری این

است. برقرار طبیعی طور به انعکاس اصل است، سرتاسری f (z) که

محور بر است. سرتاسری نیز f (z) = e−z2 تابع توضیح: − f (z) = e−z2 نمایی: تابع (ب)

تأیید: − است. مثبت و حقیقی که است، f (x) = e−x2 ،z = x آن در که حقیقی،

F (z) = f (z̄) = e−(z̄)2.

داریم: ،(z̄)2 = z2 که آنجا از

e−(z̄)2 = e−z2 = e−z2
,

است. اصلی تابع همان گسترش یافته تابع بنابراین، دارد. مطابقت f (z) = e−z2 با که

z = i نقاط در جز به مختلط صفحه در تابع این توضیح: − f (z) = z
z2+1 گویا: تابع (ج)
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است، f (x) = x
x2+1 ،z = x آن در که حقیقی، محور بر است. تحلیلی z = −i و

گسترش که است، برقرار محاسبه با f (z̄) = f (z) خاصیت تأیید: − است. حقیقی که

می کند. تضمین را تحلیلی

توضیح: − حقیقی محور بر f (x) = x3 با f (z) بالایی: نیم صفحه در شده تعریف تابع (د)

بر و پیوسته، حقیقی محور تا تحلیلی، (=z > 0) بالایی نیم صفحه در f (z) کنید فرض

و است سرتاسری g(z) = z3 که آنجا از باشد. حقیقی x برای f (x) = x3 حقیقی محور

پایینی نیم صفحه به را f (z) انعکاس اصل دارد، مطابقت حقیقی محور روی f (x) = x3 با

گسترش یافته: تابع ،(=z < 0) پایینی نیم صفحه در z برای تأیید: − می دهد. گسترش

F (z) = f (z̄) = (z̄)3 = z3,

است. سازگار مختلط صفحه کل در f (z) = z3 با که

فرعی نتایج و کاربردها ۵ .۱۷ .۲

را ریمان، زتای تابع مانند تحلیلی، توابع دامنه گسترش امکان اصل این تحلیلی: ادامه •

می کند. فراهم

شاره ها دینامیک و الکترواستاتیک مانند مسائلی حل برای فیزیک، در مرزی: مقدار مسائل •

می شود. استفاده

مدل سازی انعکاسی مرزهای با سیستم هایی در را توابع متقارن رفتار توابع: در تقارن •

می کند.

می کند. کمک می کنند، حفظ را زوایا که نگاشت هایی ساخت در همدیس: نگاشت های •
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است. تحلیلی و یکتا تابع گسترش فرعی: نتیجه •

تاریخی زمینه ۶ .۱۷ .۲

بنیادی مشارکت های اساس بر یافت، توسعه نوزدهم قرن در شوارتز هرمان توسط انعکاس اصل

متقارن مرزهای سراسر در را تحلیلی توابع گسترش شوارتز ریمان. برنهارد و کوشی گوستین‑لویی آ

شد. تبدیل مختلط تحلیل بنای سنگ به او کار و کرد، رسمی

شهود ۷ .۱۷ .۲

برای کرد. تجسم مختلط صفحه در حقیقی محور سراسر در آینه ای عنوان به می توان را انعکاس اصل

پایینی نیم صفحه در z̄ = x − iy آن انعکاس ،(y > 0) بالایی نیم صفحه در z = x + iy نقطه

گسترش یافته تابع ،(v = 0) باشد حقیقی حقیقی محور بر و تحلیلی f (z) = u + iv اگر است.

،f (z) = z2 برای مثال، برای می کند. ایجاد نرم و متقارن نگاشت یک F (z̄) = f (z) = u−iv

می یابند، انعکاس حقیقی محور سراسر در بالایی نیم صفحه در x2−y2 حقیقی بخش تراز منحنی های

می کنند. حفظ را بودن تحلیلی و
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<(w)

=(w)

f(z) = 2i

f(z) = −2i = f(z)

f(2) = 4
<(z)

=(z)

z = 1 + i

z = 1 − i

z = 2

تصاویر (راست)، w صفحه در شده اند. داده نشان حقیقی محور روی نقطه یک و ،z ،z نقاط (چپ)، z صفحه در .f(z) = z2 برای شوارتز بازتاب اصل نمایش :۵۱ .۲ شکل
است. حقیقی f(z) حقیقی، محور روی و می کنند، برآورده را f(z) = f(z) رابطه f تحت آن ها

<(z)

=(z)

f ⅾefineⅾ in D+

f(z) = f(z) in D−

گسترش D− پایینی نیم صفحه به f(z) = f(z) از استفاده با و شده تعریف D+ بالایی نیم صفحه در ابتدا در f تابع شوارتز. بازتاب اصل طریق از تحلیلی ادامه :۵۲ .۲ شکل
می یابد.
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y

بازتاب اصل که حقیقی، محور به نسبت متقارن ،f(z) = z2 برای (قرمز) v = Im(z2) = 2xy و (آبی) u = Re(z2) = x2 − y2 هم تراز منحناهای :۵۳ .۲ شکل
می دهد. نشان را شوارتز

تمرین ها ۸ .۱۷ .۲

می کند. برآورده را f (z̄) = f (z) برابری f (z) = z2 که کنید تأیید (آ)

.f (z̄) = (z̄)2 = z2 = f (z) پاسخ: •

x برای f (x) = x3 با پیوسته، {=z ≥ 0} بر تحلیلی، {=z > 0} در f کنید فرض (ب)

کنید. استفاده =z < 0 برای f (z) یافتن برای انعکاس اصل از حقیقی.

.F (z) = f (z̄) = z3 پاسخ: •

می کند. برآورده را انعکاس اصل f (z) = e−z2 که دهید نشان (ج)

.F (z) = e−(z̄)2 = e−z2 = f (z) پاسخ: •
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برآورده را انعکاس اصل شده، تعریف که جایی در که کنید تأیید .f (z) = z
z2+1 بگذارید (د)

می کند.

.f (z̄) = z̄
z̄2+1 = z

z2+1 = f (z) پاسخ: •

دشوارتر تمرین های ۹ .۱۷ .۲

برای f (x) = x با پیوسته، [−1, 1] تا تحلیلی، {z | |z| < 1, =z > 0} در f بگذارید (آ)

استفاده {z | |z| < 1, =z < 0} به f گسترش برای انعکاس اصل از .−1 < x < 1
کنید.

پیوسته، موهومی محور تا تحلیلی، موهومی محور به نسبت متقارن دامنه ای در f کنید فرض (ب)

کنید. فرموله مورد این برای انعکاس اصل یک بگیرد. موهومی مقادیر آن بر و

گسترش .f (x) = sin x با پیوسته، حقیقی محور تا تحلیلی، {=z > 0} در f بگذارید (ج)

کنید. بحث را پایینی نیم صفحه به
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۳ فصل

اولیه توابع
نمایی تابع ۱ .۳

تعریف ۱ .۱ .۳

صورت به هستند، حقیقی اعداد y و x آن در که ،z = x + iy مختلط متغیر یک برای نمایی تابع

می شود: تعریف زیر

ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y),

نمایی تابع تعریف، این رادیان. حسب بر y با است، اویلر فرمول eiy = cos y + i sin y آن در که

می گیرد. بر در را نوسانی رفتار هم و اندازه هم و می دهد گسترش مختلط صفحه به را حقیقی
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نمایی تابع ۱ .۳

ویژگی ها ۲ .۱ .۳

حیاتی مختلط تحلیل در آن کاربرد برای یک هر که است اساسی ویژگی چندین دارای نمایی تابع

است:

،z1, z2 ∈ C مختلط عدد دو هر برای جمعی: خاصیت (آ)

ez1+z2 = ez1ez2.

تضمین را حقیقی نمایی های با سازگاری و می کند پیروی اویلر فرمول و توان قواعد از این

می کند.

مشتق گیری قابل مختلط صفحه جای همه در که معنی این به است، کلی تابع این مشتق: (ب)

با: است،
d

dz
ez = ez.

می کند. کید تأ را آن تحلیلی ماهیت ویژگی، این

نمی شود: صفر هرگز نمایی تابع صفر: غیر (ج)

ez 6= 0 همه zبرای ∈ C,

.| cos y + i sin y| = 1 و ex > 0 زیرا

:2πi دوره با است دوره ای تابع این تناوب: (د)

ez+2πi = ez,
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نمایی تابع ۱ .۳

.sin y و cos y تناوب دلیل به

با: است برابر مطلق قدر آرگمان: و مطلق قدر (ه)

|ez| = ex,

با: است برابر آرگمان و

arg(ez) = y + 2nπ, n ∈ Z.

گویا مثال های ۳ .۱ .۳

بگیرید: نظر در را زیر مثال های تابع، رفتار کردن روشن برای

:eiπ محاسبه (آ)

eiπ = cos π + i sin π = −1 + i · 0 = −1.

می دهد. نشان را مثلثاتی توابع و نمایی توابع بین ارتباط این،

آنگاه: .z = x + iy بگذارید :ez = 1 + i حل (ب)

ex(cos y + i sin y) = 1 + i.

.x = ln
√

2 = 1
2 ln 2 بنابراین ،ex = |1 + i| =

√
2 مطلق ها: قدر دادن قرار برابر با

پس، صحیح. n برای ،y = arg(1 + i) = π
4 + 2nπ آرگمان ها: دادن قرار برابر با
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نمایی تابع ۱ .۳

از: عبارتند جواب ها

z = 1
2

ln 2 + i
π

4
+ 2nπ

 , n ∈ Z.

نتایج و کاربردها ۴ .۱ .۳

لگاریتمی توابع تعریف برای پایه ای عنوان به و دارد محوری نقش مختلط تحلیل در نمایی تابع

حل و مختلط نگاشت های مطالعه آن، بودن صفر غیر خاصیت و تناوب می کند. عمل مثلثاتی و

مانند فیزیک، در نوسانی پدیده های تابع این کاربردها، در می کند. تسهیل را دیفرانسیل معادلات

است. اساسی فوریه تحلیل در و می کند مدل سازی را موج، انتشار

تاریخی زمینه ۵ .۱ .۳

برقراری با او می شود. داده نسبت هجدهم قرن در اویلر لئونارد به مختلط تحلیل در نمایی تابع توسعه

تحلیل و کرد ایجاد مثلثاتی و نمایی توابع بین ارتباطی پل ،eiy = cos y + i sin y اویلر، فرمول

و دارد اعداد نظریه و مهندسی فیزیک، در عمیقی پیامدهای ارتباط، این ساخت. متحول را ریاضی

می دهد. تشکیل را مدرن ریاضیات بنای سنگ
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نمایی تابع ۱ .۳

شهود ۶ .۱ .۳

ثابت حقیقی بخش یک برای می کند. نگاشت متمایز شیوه ای به را مختلط صفحه ez نمایی تابع

مختلط صفحه در ec شعاع با دایره ای ،y تغییر با ec+iy = ec(cos y + i sin y) تابع ،x = c

بخش یک برای برعکس، است. موهومی محور امتداد در دوره ای ماهیت نشان دهنده که می کند رسم

با مبدأ از که می کند توصیف را پرتویی ex+id = ex(cos d + i sin d) ،y = d ثابت موهومی

پرتوها به را عمودی خطوط و دایره ها به را افقی خطوط نگاشت، این می شود. منشعب d زاویه

می دهد. نشان را نوسانی رفتار هم و نمایی رشد هم و می کند تبدیل

Re(w)

Im(w)

|w| = e−1|w| = 1 |w| = e
w = 1

w = i

w = −1
Re(z)

Im(z)x = −1x = 0 x = 1

x = 1 و ،x = 0 ،x = −1 با ترتیب به سبز و قرمز، آبی، عمودی خطوط .w = ez نمایی تابع تحت w صفحه در دایره ها به z صفحه در عمودی خطوط نگاشت :۱ .۳ شکل
،z = 0 + i0 7→ w = 1 شده اند: مشخص واحد دایره روی خاص نقاط می شوند. نگاشت e ≈ 2.7183 و ،۱ ،e−1 ≈ 0.3679 شعاع ها با دایره ها به که هستند، متناظر

.z = 0 + iπ 7→ w = −1 و ،z = 0 + i π
2 7→ w = i
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نمایی تابع ۱ .۳

Re(w)

Im(w)

arg w = 0

arg w = π
2

arg w = π
w = 1 w = e

Re(z)

Im(z)

y0

y = π
2

y = π

متناظر y = π و ،y = π
2 ،y = 0 با ترتیب به سبز و قرمز، آبی، افقی خطوط .w = ez نمایی تابع تحت w صفحه در پرتوها به z صفحه در افقی خطوط نگاشت :۲ .۳ شکل

داده نشان y = 0 برای پرتو روی z = 1 + i0 7→ w = e و z = 0 + i0 7→ w = 1 مانند نقاطی می شوند. نگاشت رادیان π و ، π
2 ،۰ زاویه های با پرتوها به که هستند،

شده اند.

تمرین ها ۷ .۱ .۳

شده اند: ارائه راه حل ها وضوح، از اطمینان برای و می کنند تقویت را نمایی تابع درک زیر، تمرین های

:e2+3i محاسبه (آ)

e2+3i = e2(cos 3 + i sin 3).

بنابراین: ،sin 3 ≈ 0.1411 ،cos 3 ≈ −0.9900 اینجا، در

e2+3i ≈ e2(−0.9900 + 0.1411i) ≈ −7.3151 + 1.0424i.

:z = x + iy بگذارید :ez = −2 جواب های همه یافتن (ب)

ex(cos y + i sin y) = −2.
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لگاریتمی تابع ۲ .۳

،y = (2k + 1)π پس ،sin y = 0 ،cos y = −1 است، منفی و حقیقی ۲ − که آنجا از

جواب ها .x = ln 2 پس ،ex = 2 بنابراین ،ex · (−1) = −2 سپس، صحیح. k برای

از: عبارتند

z = ln 2 + i(2k + 1)π, k ∈ Z.

اگر صحیح: k یک برای z = w + 2πik اگر تنها و اگر ez = ew که دهید نشان (ج)

داریم است، ζ = 2πik مستلزم eζ = 1 که آنجا از .ez−w = 1 آنگاه ،ez = ew

آنگاه: ،z = w + 2πik اگر برعکس، .z = w + 2πik پس ،z − w = 2πik

ez = ew+2πik = ewe2πik = ew · 1 = ew.

دشوارتر تمرین های ۸ .۱ .۳

شده اند: ارائه راه حل بدون و می کشند چالش به را عمیق تری درک پیشرفته، مسائل این

افقی نوار هر در اما نیست، یک به یک مختلط صفحه کل در ez نمایی تابع که کنید ثابت (آ)

است. یک به یک ،{z = x + iy | a < y < a + 2π} مانند ،2π از کمتر عرض با

.{ez | z ∈ C} مجموعه یعنی کنید، توصیف را نمایی تابع تصویر (ب)

لگاریتمی تابع ۲ .۳
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لگاریتمی تابع ۲ .۳

تعریف ۱ .۲ .۳

شده بیان z = reiθ شکل به قطبی صورت به که ،z 6= 0 مختلط متغیر یک برای لگاریتمی تابع

آن می شود. تعریف نمایی تابع معکوس عنوان به ،θ = arg z و r = |z| > 0 آن در که است،

می شود: داده زیر صورت به و می کند ارضا را ew = z

log z = ln r + i(θ + 2nπ), n ∈ Z,

تفاوت دلیل به که است، z آرگمان θ و است، r مثبت حقیقی عدد طبیعی لگاریتم ln r آن در که

محدود با می شود، داده نشان log z با که اصلی، مقدار است. مقداری چند ،2π مضارب به زوایا

می آید: دست به Arg z ∈ (−π, π] اصلی آرگمان به θ کردن

log z = ln r + i Arg z.

.C\(−∞, 0] بر شده تعریف باشد، تک مقداری log z می شود باعث این

ویژگی ها ۲ .۲ .۳

است: حیاتی مختلط تحلیل در آن نقش برای که است کلیدی ویژگی چندین دارای لگاریتمی تابع

،z1, z2 6= 0 برای ضرب: خاصیت (آ)
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لگاریتمی تابع ۲ .۳

log(z1z2) = log z1 + log z2,

log(z1z2) ممکن مقادیر همه مجموعه یعنی است، مجموعه ها برابری معنای به برابری که

طور به اصلی، شاخه برای است. log z2 و log z1 از مقادیر جمع های همه مجموعه با برابر

آرگمان. بر محدودیت دلیل به ،log(z1z2) 6= log z1 + log z2 کلی

مشابه، طور به تقسیم: خاصیت (ب)

log
z1

z2

 = log z1 − log z2,

مجموعه ها. برابری عنوان به هم باز

یکدیگرند: معکوس نمایی و لگاریتم نمایی: رابطه (ج)

elog z = z, log(ew) = w + 2nπi, n ∈ Z.

.Im w ∈ (−π, π] اگر تنها log(ew) = w اما ،elog z = z اصلی، شاخه برای

با: است، تحلیلی C\(−∞, 0] در log z اصلی شاخه مشتق: (د)

d

dz
log z = 1

z
.
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لگاریتمی تابع ۲ .۳

می کند. پیروی elog z = z مشتق گیری از این

مقداری چند ،ez+2πi = ez نمایی، تابع تناوب دلیل به تابع این مقداری: چند ماهیت (ه)

دارد. شاخه ها به نیاز تک مقداری نسخه های تعریف برای و است

گویا مثال های ۳ .۲ .۳

بگیرید: نظر در را زیر مثال های تابع، رفتار کردن روشن برای

،θ = 0 ،r = 1 ،1 = ei·0 که آنجا از :log(1) محاسبه (آ)

log 1 = ln 1 + i(0 + 2nπ) = 2nπi, n ∈ Z.

اصلی: مقدار

log 1 = ln 1 + i · 0 = 0.

r = |z| = کنید محاسبه ،z = −1 −
√

3i برای :log(−1 −
√

3i) محاسبه (ب)

است، سوم ربع در z که آنجا از .θ = arg z و ،
√
(−1)2 + (−

√
3)2 =

√
4 = 2

بنابراین: .θ = tan−1
(

−
√

3
−1

)
− π = π

3 − π = −2π
3

log(−1 −
√

3i) = ln 2 + i
−2π

3
+ 2nπ

 , n ∈ Z.
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لگاریتمی تابع ۲ .۳

اصلی: مقدار

log(−1 −
√

3i) = ln 2 − i
2π

3
.

آنگاه: .z = x + iy بگذارید :ez = 2i حل (ج)

exeiy = 2i = 2eiπ/2.

آرگمان ها: دادن قرار برابر با .x = ln 2 پس ،ex = 2 مطلق ها: قدر دادن قرار برابر با

بنابراین: .n ∈ Z ،y = π
2 + 2nπ

z = ln 2 + i
π

2
+ 2nπ

 , n ∈ Z.

نتایج و کاربردها ۴ .۲ .۳

و است، مقداری چند که ،zc = ec log z طریق از مختلط توان های تعریف در لگاریتمی تابع

انتگرال گیری در و نمایی معادلات حل در همچنین است. اساسی اصلی، شاخه برای zc = ec log z

شامل کاربردها است. ضروری شوند، مدیریت دقت با باید شاخه برش های آن در که کانتوری،

است. هارمونیک توابع مطالعه و سیالات، دینامیک سیگنال، پردازش
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لگاریتمی تابع ۲ .۳

تاریخی زمینه ۵ .۲ .۳

ارتباط و نمایی تابع روی بر او کار که شد، رسمی اویلر لئونارد توسط هجدهم قرن در مختلط لگاریتم

آن معکوس عنوان به لگاریتم درک برای پایه ای eiθ = cos θ + i sin θ طریق از مثلثاتی توابع با آن

بیشتر را ریمانی سطوح مفهوم و آن مقداری چند ماهیت ریمان، و گاوس مشارکت های کرد. فراهم

نمود. تقویت مختلط تحلیل در را آن نقش و کرد روشن

شهود ۶ .۲ .۳

در افقی نوارهای از بی نهایت خانواده ای به را صفر) جز (به مختلط صفحه log z لگاریتمی تابع

مختلط صفحه ،log z اصلی شاخه برای می کند. نگاشت ،2π ارتفاع با یک هر مختلط، صفحه

نگاشت {w = u + iv | u ∈ R, −π < v ≤ π} نوار به غیرمثبت حقیقی محور منهای

بخش که حالی در می کند، اندازه گیری را مبدأ از لگاریتمی فاصله ،ln |z| حقیقی، بخش می شود.

خطوط به |z| = 1 واحد دایره روی نقاط مثال، برای می دهد. نشان را زاویه ،Arg z موهومی،

خطوط به مختلط صفحه در افقی خطوط می شوند. نگاشت ،π تا −π از v با ،u = 0 در عمودی

می شوند. نگاشت لگاریتم محدوده در افقی خطوط به مبدأ از شعاعی خطوط و عمودی،
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لگاریتمی تابع ۲ .۳

Re(w)

Im(w)

−1 0 1

π

π
2

0

− π
2

−π

u = −1u = 0 u = 1

w = 0

w = i π
2

w = iπ

w = −i π
2

Re(z)

Im(z)

−1

−1

0
0

1

1

|z| = e−1|z| = 1 |z| = e
branⅽh ⅽut

z = 1

z = i

z = −1

z = −i

و r = 1 ،r = e−1 به ترتیب به سبز و قرمز آبی، دایره های .w = log z اصلی لگاریتمی تابع تحت Re(w) = ln r عمودی خطوط به |z| = r دایره ها نمایش :۳ .۳ شکل
،z = i 7→ w = i π

2 ،z = 1 7→ w = 0 شده اند: داده نشان واحد دایره روی خاصی نقاط می شوند. نگاشت u = 1 و u = 0 ،u = −1 خطوط به و می شوند مربوط r = e
است. شده داده نشان خط چین با منفی حقیقی محور امتداد در شاخه برش .z = −i 7→ w = −i π

2 و z = −1 7→ w = iπ

Re(w)

Im(w)

−1 0 1

π

π
2

0

− π
2

−π

v = 0

v = π
2

v = π

v = − π
2

w = 0

w = i π
2

w = iπ

w = −i π
2

w = ln 2
Re(z)

Im(z)

−1

−1

0
0

1

1

arg z = 0

arg z = π
2

arg z = π

arg z = − π
2

z = 1

z = i

z = −1

z = −i

z = 2
branⅽh ⅽut

،θ = 0 با ترتیب به نارنجی و سبز، قرمز، آبی، پرتوهای .w = log z اصلی لگاریتمی تابع تحت Im(w) = θ افقی خطوط به arg z = θ پرتوهای نگاشت :۴ .۳ شکل
،z = 1 7→ w = 0 شده اند: داده نشان خاص نقاط می شوند. نگاشت v = − π

2 و ،v = π ،v = π
2 ،v = 0 خطوط به که هستند، متناظر θ = − π

2 و ،θ = π ،θ = π
2

.z = 2 7→ w = ln 2 و ،z = −i 7→ w = −i π
2 ،z = −1 7→ w = iπ ،z = i 7→ w = i π

2
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لگاریتمی تابع ۲ .۳

تمرین ها ۷ .۲ .۳

شده اند: ارائه وضوح برای راه حل هایی با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

،θ = π/2 ،r = 1 ،i = eiπ/2 که آنجا از :log(i) محاسبه (آ)

log i = ln 1 + i
π

2
+ 2nπ

 = i
π

2
+ 2nπ

 , n ∈ Z.

.log i = iπ
2 اصلی: مقدار

:z = x + iy بگذارید :ez = −2 جواب های همه یافتن (ب)

exeiy = −2 = 2eiπ.

بنابراین: .n ∈ Z ،y = π + 2nπ و ،ex = 2 ⇒ x = ln 2 پس،

z = ln 2 + i(π + 2nπ), n ∈ Z.

بگیرید: مشتق را طرف دو هر ،elog z = z که آنجا از : d
dz log z = 1

z تأیید (ج)

elog z · d

dz
log z = 1 ⇒ z · d

dz
log z = 1 ⇒ d

dz
• log z = 1

z
.
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لگاریتم ها مشتقات و شاخه ها ۳ .۳

دشوارتر تمرین های ۸ .۲ .۳

شده اند: ارائه راه حل بدون و می کشند چالش به را عمیق تری درک پیشرفته، مسائل این

کنید. بحث را آن بودن تحلیلی بر آن ها تأثیر و لگاریتمی تابع شاخه برش های (آ)

محدوده در عمودی خطوط به را مختلط صفحه در افقی خطوط لگاریتمی تابع که کنید ثابت (ب)

می کند. نگاشت خود

کنید. کاوش را آن مقداری چند ماهیت رفع چگونگی و لگاریتمی تابع برای ریمانی سطح (ج)

لگاریتم ها مشتقات و شاخه ها ۳ .۳

مقداری چند لگاریتم تعریف ۱ .۳ .۳

،z صفر غیر مختلط عدد یک برای می شود. تعریف نمایی تابع معکوس عنوان به مختلط لگاریتم

،θ = arg z و r = |z| > 0 آن در که است، شده بیان z = reiθ شکل به قطبی صورت به که

،ew+2πik = ew نمایی، تابع تناوب دلیل به .ew = z که است هایی w همه مجموعه لگاریتم

است: مقداری چند لگاریتم

log z = ln r + i(θ + 2nπ), n ∈ Z,

2π مضارب به که است، آرگمان θ و است، r مثبت حقیقی عدد طبیعی لگاریتم ln r آن در که

است. متفاوت

۲۶۲



لگاریتم ها مشتقات و شاخه ها ۳ .۳

لگاریتم شاخه های ۲ .۳ .۳

خاص بازه یک به آرگمان کردن محدود با شاخه یک تک مقداری، تابع یک آوردن دست به برای

Arg z ∈ (−π, π] اصلی آرگمان از می شود، داده نشان log z با که اصلی، شاخه می شود. تعریف

می کند: استفاده

log z = ln |z| + i Arg z.

به مبدأ) (شامل منفی حقیقی محور با است، تحلیلی و پیوسته C\(−∞, 0] دامنه در شاخه این

با ،θ ∈ (0, 2π] مانند مختلف، بازه های انتخاب با می توانند دیگر شاخه های شاخه. برش عنوان

شاخه نقطه یک z = 0 مبدأ شوند. تعریف مثبت) حقیقی محور مثلا) مربوطه شاخه برش های

این حول آرگمان پیچش از جلوگیری با شاخه برش و است، نشده تعریف لگاریتم آن در که است،

می کند. تضمین را پیوستگی نقطه،

لگاریتمی شاخه های مشتقات ۳ .۳ .۳

استفاده با مشتق ،eL(z) = z که است شده تعریف گونه ای به که لگاریتم، از L(z) شاخه هر برای

:eL(z) = z طرف دو هر از مشتق گیری با می شود. محاسبه معکوس تابع رابطه از

eL(z) · L′(z) = 1 =⇒ L′(z) = 1
eL(z) = 1

z
.

با: است برابر مشتق ،log z اصلی شاخه جمله از شاخه، هر برای بنابراین،

d

dz
L(z) = 1

z
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لگاریتم ها مشتقات و شاخه ها ۳ .۳

اصلی، شاخه برای C\(−∞, 0] مانند تحلیلی، دامنه در این نباشد. شاخه برش روی z که شرطی به

است. برقرار

گویا مثال های ۴ .۳ .۳

می دهند: نشان را آن ها مشتقات و لگاریتمی شاخه های رفتار زیر مثال های

،Arg(1) = 0 و |1| = 1 که آنجا از :log(1) محاسبه (آ)

log(1) = ln 1 + i · 0 = 0.

،Arg(i) = π
2 و |i| = 1 که آنجا از :log(i) محاسبه (ب)

log(i) = ln 1 + i · π

2
= i

π

2
.

،Arg(−1) = π و | − 1| = 1 که آنجا از :log(−1) محاسبه (ج)

log(−1) = ln 1 + iπ = iπ.

arg(−i) = و ،| − i| = 1 ،−i = ei(−π
2) که آنجا از :log(−i) مقادیر همه یافتن (د)

،n ∈ Z برای ،−π
2 + 2nπ

log(−i) = ln 1 + i
−π

2
+ 2nπ

 = i
−π

2
+ 2nπ

 .
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لگاریتم ها مشتقات و شاخه ها ۳ .۳

،z = i در ، d
dz log(z) = 1

z که آنجا از :z = i در log(z) مشتق محاسبه (ه)

d

dz
log(z)

∣∣∣∣∣∣∣
z=i

= 1
i

= −i.

نتایج و کاربردها ۵ .۳ .۳

است، مقداری چند که ،zc = ec log z طریق از مختلط توان های تعریف برای لگاریتم شاخه های

مانند نمایی، معادلات حل همچنین آن ها هستند. ضروری اصلی، شاخه برای zc = ecⅬogz یا

تحلیل و کانتوری انتگرال گیری در 1
z مشتق می کنند. تسهیل را ،z = log w آن در که ،ez = w

دینامیک و سیگنال پردازش مانند مهندسی، و فیزیک در کاربردهایی با است، حیاتی هارمونیک توابع

سیالات.

تاریخی زمینه ۶ .۳ .۳

طریق از مثلثاتی توابع به را آن که شد، رسمی اویلر لئونارد توسط هجدهم قرن در مختلط لگاریتم

توسط نوزدهم قرن در بعداً شاخه برش های و شاخه ها مفهوم داد. پیوند eiθ = cos θ + i sin θ

به و کرد معرفی مقداری چند توابع مدیریت برای را ریمانی سطوح که یافت، توسعه ریمان برنهارد

برد. پیش را مختلط تحلیل توجهی قابل طور
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لگاریتم ها مشتقات و شاخه ها ۳ .۳

شهود ۷ .۳ .۳

{w = u + iv | افقی نوار به را منفی، حقیقی محور استثنای به مختلط، صفحه log z اصلی شاخه

ثابت، θ با z = reiθ آن در که مبدأ، از شعاعی خطوط می کند. نگاشت u ∈ R, −π < v ≤ π}
u = ln r حقیقی بخش و می کند تغییر r زیرا می شوند، نگاشت w = ln r + iθ افقی خطوط به

نگاشت w = ln R + iθ عمودی پاره خط های به ،|z| = R مبدأ، مرکز دایره های می کند. تنظیم را

است. اندازه لگاریتمی مقیاس و زوایا کردن باز از بازتابی که ،π تا −π از θ با می شوند،

Re(w)

Im(w)u = ln 0.5u = 0u = ln 2

v = 0

v = π
2

v = π

v = − π
2

0

i π
2

iπ

−i π
2

Re(z)

Im(z)

1

i

−1

−i

عمودی خطوط با w صفحه راست: .arg z = 0, π
2 , π, − π

2 پرتوهای و |z| = 0.5, 1, 2 دایره های با z صفحه چپ: . Ⅼogz لگاریتم، اصلی شاخه زیر نگاشت :۵ .۳ شکل
خط با حقیقی منفی محور در شاخه برش می شوند. نگاشت w = 0, i π

2 , iπ, −i π
2 به ترتیب به z = 1, i, −1, −i خاص نقاط .v = θ افقی خطوط و u = ln r متناظر

است. شده داده نشان مپشنه
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لگاریتم ها مشتقات و شاخه ها ۳ .۳

Re(w)

Im(w)

v = π

v = −π

Ⅼog0.5Ⅼog1 = 0Ⅼog2

...

...

Ⅼog0.5 + 2πiⅬog2 + 2πi

Re(z)

Im(z)

0.5 1 2

با ،−π < v ≤ π نوار در Ⅼogz اصلی مقادیر دهنده نشان w صفحه راست: .z = 0.5, 1, 2 نقاط با z صفحه چپ: لوگاریتم. مقداری چند خاصیت نمایش :۶ .۳ شکل

هستند. 2πi فواصل در مقادیر ادامه نشان دهنده
... نقاط دارند. وجود k 6= 0 صحیح اعداد برای Ⅼogz + 2πik در دیگری مقادیر که نشانه هایی

تمرین ها ۸ .۳ .۳

شده اند: ارائه وضوح برای راه حل هایی با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

آرگمان .|z| =
√

4 + 4 =
√

8 = 2
√

2 محاسبه راه حل: :log(2 + 2i) محاسبه (آ)

بنابراین، است. اول ربع در z زیرا است، Arg(2 + 2i) = tan−1(1) = π
4

log(2+2i) = ln(2
√

2)+i
π

4
= ln 2+ln

√
2+i

π

4
=

ln 2 + 1
2

ln 2
+i

π

4
= 3

2
ln 2+i

π

4
.

arg(−i) = و ،|−i| = 1 ،−i = ei(−π
2) که آنجا از راه حل: :log(−i) مقادیر همه یافتن (ب)
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لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

،n ∈ Z برای ،−π
2 + 2nπ

log(−i) = ln 1 + i
−π

2
+ 2nπ

 = i
−π

2
+ 2nπ

 .

d
dz log(f (z)) = زنجیره ای، قاعده از استفاده با راه حل: :z = 0 در d

dz [log(z2 + 1)] محاسبه (ج)

که ،f (0) = 1 ،z = 0 در و ،f ′(z) = 2z بنابراین، .f (z) = z2 + 1 آن در که ،f ′(z)
f(z)

رو، این از نیست. شاخه برش روی

d

dz
log(z2 + 1)

∣∣∣∣∣∣∣
z=0

= 2 · 0
02 + 1

= 0.

دشوارتر تمرین های ۹ .۳ .۳

شده اند: ارائه راه حل بدون و می کشند چالش به را عمیق تری درک پیشرفته، مسائل این

نیست. تحلیلی کجا در که کنید مشخص و کنید بحث را log(z) بودن تحلیلی (آ)

در را آن مقدار و باشد، تحلیلی |z| > 1 دامنه در که کنید تعریف را log z از شاخه یک (ب)

کنید. محاسبه z = 2

لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

فرمول بندی مستلزم که نمایی، تابع تناوب دلیل به است چندمقداری تابع یک لگاریتم مختلط، آنالیز در

است. حقیقی لگاریتم های با مقایسه در آن هویت های دقیق
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لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

تعاریف ۱ .۴ .۳

و r = |z| > 0 آن در که ،z = reiθ مختلط عدد یک برای چندمقداری: لگاریتم •

از: است عبارت لگاریتم ،θ = arg z

log z = ln r + i(θ + 2nπ), n ∈ Z,

است. r طبیعی لگاریتم ln r آن در که

محدود θ ∈ (−π, π] به را آرگمان می شود، داده نشان z با که اصلی، مقدار اصلی: مقدار •

می کند:

z = ln r + i Arg z.

کلیدی هویت های ۲ .۴ .۳

ضرب: هویت (آ)

چندمقداری: لگاریتم برای •

log(z1z2) = log z1 + log z2,

مقادیر جمع های همه مجموعه با برابر log(z1z2) مقادیر همه مجموعه که معنا این به

است. log z2 و log z1

اصلی: مقدار برای •

(z1z2) = z1 + z2 + 2πik,
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لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

−π < اگر باشد. (−π, π] در موهومی بخش که می کند تضمین k ∈ Z آن در که

.k = 0 آنگاه ،Arg z1 + Arg z2 ≤ π

کسر: هویت (ب)

چندمقداری: لگاریتم برای •

log
z1

z2

 = log z1 − log z2.

اصلی: مقدار برای •z1

z2

 = z1 − z2 + 2πim,

.m ∈ Z آن در که

توان: هویت (ج)

مختلط: c و چندمقداری لگاریتم برای •

log(zc) = c log z.

اصلی: مقدار برای •

(zc) = cz + 2πin,

.n ∈ Z آن در که

لگاریتم: و نمایی رابطه (د)

،elog z = z •
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لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

.k ∈ Z برای ،log(ew) = w + 2πik •

.Im w ∈ (−π, π] اگر (ew) = w و ،ez = z اصلی: مقدار برای •

کلیدی هویت های استنتاج ۳ .۴ .۳

آنگاه: .z2 = r2e
iθ2 ،z1 = r1e

iθ1 بگذارید ضرب: هویت •

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2),

بنابراین:

log(z1z2) = ln(r1r2)+i(θ1+θ2+2nπ) = (ln r1+i(θ1+2kπ))+(ln r2+i(θ2+2mπ)),

اصلی، شاخه برای می دهد. نشان را چندمقداری هویت که ،k, m, n صحیح اعداد برای

باشد. داشته 2πik با تنظیم به نیاز است ممکن Arg z1 + Arg z2 جمع

بنابراین: ،z1
z2

= r1
r2

ei(θ1−θ2) مشابه، طور به کسر: هویت •

log
z1

z2

 = ln
r1

r2

 + i(θ1 − θ2 + 2nπ),

می شود. تنظیم 2πim با اصلی، شاخه برای دارد. مطابقت log z1 − log z2 با که

کنید: محاسبه ،zc = ec log z برای توان: هویت •

log(zc) = log(ec log z) = c log z + 2πik,

2πin با و کنید استفاده z از اصلی، شاخه برای است. برقرار چندمقداری حالت برای که
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لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

کنید. تنظیم

گویا مثال های ۴ .۴ .۳

:(1) و log(1) محاسبه (آ)

.n ∈ Z برای ،log 1 = ln 1 + i(0 + 2nπ) = 2nπi ،1 = ei·0 که آنجا از •

.1 = 0 اصلی: مقدار •

:(i) و log(i) محاسبه (ب)

.log i = ln 1 + i(π/2 + 2nπ) = i(π/2 + 2nπ) ،i = eiπ/2 که آنجا از •

.i = iπ/2 اصلی: مقدار •

:z2 = −i ،z1 = i برای ضرب هویت تأیید (ج)

.(1) = 0 بنابراین ،z1z2 = i · (−i) = 1 محاسبه: •

پس: ،(−i) = i(−π/2) ،i = iπ/2 سپس: •

i + (−i) = iπ/2 + i(−π/2) = 0,

Arg i + Arg(−i) = π/2 − π/2 = زیرا ،(z1z2) = z1 + z2 می کند تأیید که

.0 ∈ (−π, π]

:c = 2 ،z = −1 برای توان هویت تأیید (د)

.((−1)2) = (1) = 0 بنابراین ،(−1)2 = 1 محاسبه: •
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لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

.2(−1) = 2iπ پس ،(−1) = iπ سپس: •

است. برقرار k = −1 با (z2) = 2z + 2πik هویت ،0 = 2iπ − 2πi که آنجا از •

نتایج و کاربردها ۵ .۴ .۳

انجام و نمایی، معادلات حل ،zc = ec log z طریق از مختلط توان های تعریف برای هویت ها این

پایه ای آن ها هستند. حیاتی شوند، مدیریت باید شاخه برش های آن در که کانتوری، انتگرال گیری

می کنند. فراهم هارمونیک توابع تحلیل و سیالات، دینامیک سیگنال، پردازش در کاربردها برای

تاریخی زمینه ۶ .۴ .۳

به را نمایی ها که شد، رسمی اویلر لئونارد توسط هجدهم قرن در آن هویت های و مختلط لگاریتم

روی بر نوزدهم قرن در ریمان برنهارد کار داد. پیوند eiθ = cos θ + i sin θ طریق از مثلثاتی توابع

تقویت را هویت ها این درک و داد ارائه چندمقداری توابع مدیریت برای چارچوبی ریمانی، سطوح

کرد.

شهود ۷ .۴ .۳

افقی، نوارهای از بی نهایت پشته ای به را صفر) استثنای (به مختلط صفحه log z چندمقداری لگاریتم

شاخه برای دارند. مطابق مختلف شاخه های به کدام هر که می کند، نگاشت ،2π ارتفاع با یک هر

{w = u + iv | u ∈ R, −π < v ≤ نوار به منفی حقیقی محور منهای مختلط صفحه ،z اصلی

نگاشت w = ln r + iθ افقی خطوط به ثابت θ با z = reiθ شعاعی خطوط می شود. نگاشت π}
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لگاریتم ها به مربوط هویت های برخی ۴ .۳

θ ∈ (−π, π] با w = ln R + iθ عمودی پاره خط های به |z| = R دایره ها که حالی در می شوند،

می دهد. نشان را زوایا کردن باز و اندازه لگاریتمی مقیاس که می شوند، نگاشت

−0.4 −0.2 0.2 0.4

−4

−2

2

4

π−π

log z1 = i π
2

log z2 = iπ

log(z1z2) = i(− π
2 )

log z1 + log z2 = i 3π
2

−2πi

Re(w)

Im(w)

w−pⅼane

−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5

−1

1
z1 = i

z2 = −1

z1z2 = −i

Re(z)

Im(z)

z−pⅼane

از خارج که ،log z1 + log z2 = i
(

π
2 + π

)
= i 3π

2 ،w صفحه در .z1z2 = −i داریم ،z2 = −1 و z1 = i برای اصلی. لگاریتم برای ضرب هویت نمایش :۷ .۳ شکل
دارد. مطابقت log(z1z2) با که می آید، دست به i

( 3π
2 − 2π

)
= i
(
− π

2
)

نتیجه ،2πi کسر با است. −π < v ≤ π اصلی نوار

تمرین ها ۸ .۴ .۳

:(−i) و log(−i) محاسبه (آ)

log(−i) = ln 1 + i(−π/2 + 2nπ) = ،−i = ei(−π/2) که آنجا از راه حل: •

.(−i) = i(−π/2) اصلی: مقدار .i(−π/2 + 2nπ)

است: برقرار ضرب هویت ،z2 = 1 − i ،z1 = 1 + i برای که دهید نشان (ب)

(1 + i) = سپس، .(2) = ln 2 پس ،z1z2 = (1 + i)(1 − i) = 2 محاسبه راه حل: •

ln
√

2+ln
√

2+i(π/4− جمع: .(1−i) = ln
√

2+i(−π/4) ،ln
√

2+iπ/4
.k = 0 پس ،π/4) = ln 2

۲۷۴



مختلط توان های ۵ .۳

:((1 + i)2) = 2(1 + i) تأیید (ج)

2(1 + i) = سپس، .(2i) = ln 2 + iπ/2 پس ،(1 + i)2 = 2i محاسبه راه حل: •

است. برقرار برابری پس ،2(ln
√

2 + iπ/4) = ln 2 + iπ/2

دشوارتر تمرین های ۹ .۴ .۳

.−π < Arg z1 + Arg z2 ≤ π اگر تنها و اگر (z1z2) = z1 + z2 که کنید ثابت (آ)

دهید. توضیح را شاخه انتخاب و کنید بحث مختلط c برای را log(zc) = c log z هویت (ب)

مختلط توان های ۵ .۳

تعریف ۱ .۵ .۳

می شود: تعریف زیر صورت به zw مختلط توان ،w و z 6= 0 مختلط اعداد برای

zw = ew log z,

صورت: به است، چندمقداری لگاریتم log z آن در که

log z = ln |z| + i(arg z + 2nπ), n ∈ Z,

است: چندمقداری zw بنابراین، .z آرگمان arg z و ،|z| اندازه طبیعی لگاریتم ln |z| با

zw = ew(ln |z|+i(arg z+2nπ)).
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مختلط توان های ۵ .۳

،Argz ∈ (−π, π] آن در که ،Ⅼogz = ln |z|+ iArgz اصلی لگاریتم از استفاده با اصلی مقدار

می آید: دست به

zw = ewⅬogz.

ویژگی ها ۲ .۵ .۳

چندمقداری: لگاریتم دلیل به ظرافت هایی با هستند، حاکم مختلط توان های بر زیر ویژگی های

آنگاه: صحیح، عدد یک ،w = n اگر صحیح: توان های (آ)

zn = en log z = en(ln |z|+i(arg z+2πk)) = |z|nein arg z,

دارد. مطابقت معمولی توان با که است، تک مقداری zn بنابراین، .e2πink = 1 زیرا

آنگاه: ،gcd(m, n) = 1 و ،n > 0 ،m, n ∈ Z با ،w = m
n اگر : گویا توان های (ب)

zm/n = e
m
n (ln |z|+i(arg z+2πk)) = |z|m/neim(arg z+2πk)/n,

n‑ام ریشه های معادل می دهد، دست به k = 0, 1, . . . , n − 1 برای متمایز مقدار n که

.zm

چندمقداری: حالت برای ضرب: قاعده (ج)

zw1zw2 = zw1+w2,

صادق صورتی در تنها این اصلی، مقدار برای هستند. برابر مقادیر مجموعه که معنا این به

۲۷۶



مختلط توان های ۵ .۳

2πik با تنظیم به نیاز صورت این غیر در ،Argzw1 + Argzw2 ∈ (−π, π] که است

است.

چندمقداری: حالت برای توان: قاعده (د)

(zw)v = zwv,

باشد. لازم تنظیمات است ممکن اصلی، مقدار برای مقادیر. مجموعه عنوان به

مشتق: دارای خاص، شاخه یک از استفاده با ،f (z) = zw تابع ثابت، w برای مشتق: (ه)

d

dz
zw = wzw−1,

در معتبر است، شده مشتق گیری d
dzew log z = ew log z · w · 1

z = wzw−1 صورت به که

تحلیلی. دامنه

گویا مثال های ۳ .۵ .۳

می دهند: نشان را مختلط توان های رفتار زیر مثال های

اصلی: لگاریتم ،i = eiπ/2 که آنجا از :ii محاسبه (آ)

Ⅼogi = ln 1 + i
π

2
= i

π

2
.

بنابراین:

ii = ei·Ⅼogi = ei·iπ/2 = e−π/2 ≈ 0.2079,
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مقادیر: همه حقیقی. عدد یک

ii = ei(i(π/2+2πk)) = e−(π/2+2πk), k ∈ Z.

.Ⅼog(−1) = ln 1 + iπ = iπ ،z = −1 برای :(−1)1/3 اصلی مقدار محاسبه (ب)

بنابراین:

(−1)1/3 = e(1/3)·iπ = cos
π

3

 + i sin
π

3

 = 1
2

+ i

√
3

2
.

دارد. متفاوتی شاخه به نیاز که است، −1 حقیقی مکعبی ریشه توجه:

پس: ،Arg(1 + i) = π/4 ،|1 + i| =
√

2 ،1 + i برای :(1 + i)1−i محاسبه (ج)

Ⅼog(1 + i) = ln
√

2 + i
π

4
= 1

2
ln 2 + i

π

4
.

سپس:

(1 + i)1−i = e(1−i)(1
2 ln 2+iπ

4) = e
1
2 ln 2+π

4 +i(−1
2 ln 2+π

4)

=
√

2eπ/4
cos

π

4
− 1

2
ln 2

 + i sin
π

4
− 1

2
ln 2

 .

نتایج و کاربردها ۴ .۵ .۳

و دیفرانسیل معادلات حل در که هستند، ضروری zc مانند توابع تعریف برای مختلط توان های

نتیجه یک می شوند. استفاده کوانتومی مکانیک و سیگنال پردازش در نوسانی پدیده های مدل سازی

تعداد گویا توان های که حالی در است، تک مقداری تابع صحیح، توان های برای که است این کلیدی
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دارد. همخوانی واحد ریشه های با که می دهند، دست به مقادیر متناهی

تاریخی زمینه ۵ .۵ .۳

دادن ارتباط در کارش اساس بر که شد، رسمی اویلر لئونارد توسط هجدهم قرن در مختلط توان گیری

برنهارد توسط ریمانی سطوح توسعه بود. eiθ = cos θ + i sin θ طریق از مثلثاتی و نمایی توابع

و کرد فراهم مختلط توان های چندمقداری ماهیت مدیریت برای چارچوبی نوزدهم، قرن در ریمان

برد. پیش مختلط تحلیل در را آن ها کاربرد

شهود ۶ .۵ .۳

w برای می کند. دگرگون لگاریتم ویژگی های اساس بر را مختلط صفحه ثابت، w برای ،zw تابع

w = ib برای می چرخاند. wArgz با را آرگمان و می دهد مقیاس |z|w با را اندازه zw حقیقی،

مارپیچ ها به را شعاعی خطوط که است، چرخش و مقیاس دهی دو هر شامل zib = eibⅬogz موهومی،

فاز و اندازه تعامل از بازتابی که می کند، نگاشت مختلط صفحه در شعاعی مسیرهای به را دایره ها و

است.
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−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5

−1

1

Re(w)

Im(w)

w−pⅼane

−10 −5 5 10

−10

−5

5

10

Re(z)

Im(z)

z−pⅼane

ترتیب به زرد و سرخابی، فیروزه ای، دایره های و هستند، π
2 و ، π

4 ،θ = 0 زاویه های با شعاعی خطوط سبز و قرمز، آبی، خطوط ،z صفحه در .zi تحت تبدیل :۸ .۳ شکل
و شعاعی خطوط برای دایره ها روی کمان هایی می دهند: نشان را آن ها تصاویر متناظر رنگ های ،w صفحه در هستند. |z| = e2 و ،|z| = e ،|z| = 1 شعاع با دایره هایی

دایره ها. برای پرتوها روی قطعاتی

تمرین ها ۷ .۵ .۳

شده: ارائه راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

شد: محاسبه بالا در که همان طور راه حل: :(1 + i)1−i اصلی مقدار محاسبه (آ)

(1 + i)1−i =
√

2eπ/4
cos

π

4
− 1

2
ln 2

 + i sin
π

4
− 1

2
ln 2

 .

zn = که آنجا از راه حل: است: تک مقداری zn صحیح، n برای که دهید نشان (ب)

zn = هستند: یکسان مقادیر همه ،e2πink = 1 و ،en log z = en(ln |z|+i(arg z+2πk))

.|z|nein arg z

،log i = i(π/2 + 2πk) که آنجا از راه حل: بیابید: را i1/2 مقادیر همه (ج)

i1/2 = e
1
2(iπ/2+2πik) = ei(π/4+πk).
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مثلثاتی توابع ۶ .۳

بالاتر kهای .ei5π/4 = −
√

2
2 − i

√
2

2 :k = 1 برای .eiπ/4 =
√

2
2 + i

√
2

2 :k = 0 برای

.±
(√

2
2 + i

√
2

2

)
دارد: وجود مقدار دو بنابراین می شوند، تکرار

دشوارتر تمرین های ۸ .۵ .۳

کنید. بحث است، برقرار اصلی مقدار برای (zw)v = zwv آن تحت که را شرایطی (آ)

است. تحلیلی کجا در که کنید تعیین و کنید کاوش را f (z) = zi تابع (ب)

مثلثاتی توابع ۶ .۳

تعاریف ۱ .۶ .۳

حقیقی همتایان که می شوند، تعریف نمایی تابع از استفاده با مثلثاتی توابع ،z مختلط عدد یک برای

از: عبارتند کسینوس و سینوس توابع می دهند. گسترش مختلط صفحه به را آن ها

sin z = eiz − e−iz

2i
, cos z = eiz + e−iz

2
.

و سینوس که می کنند تضمین و می گیرند نشأت ،eiz = cos z+i sin z اویلر، فرمول از تعاریف این

متناوب، طور به می باشند. تحلیلی C مختلط صفحه جای همه در یعنی هستند، کلی توابع کسینوس

کرد: بیان هستند، همگرا z همه برای که توانی، سری های طریق از می توان را آن ها
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sin z =
∞∑

n=0

(−1)nz2n+1

(2n + 1)!
, cos z =

∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
.

می شوند: تعریف نسبت ها صورت به دیگر مثلثاتی توابع

tan z = sin z

cos z
, cot z = cos z

sin z
, sec z = 1

cos z
, csc z = 1

sin z
,

نباشند. صفر مخرج ها که شده اند تعریف جاهایی در که

اصلی ویژگی های ۲ .۶ .۳

دامنه برای که می کنند، حفظ را خود حقیقی همتایان ویژگی های از بسیاری مختلط مثلثاتی توابع

شده اند: تنظیم مختلط

هستند: دوره ای 2π دوره با توابع تناوب: (آ)

sin(z + 2π) = sin z, cos(z + 2π) = cos z.

.tan(z + π) = tan z است: π دوره کوتانژانت، و تانژانت برای

است: زوج کسینوس که حالی در هستند، فرد تانژانت و سینوس توابع بودن: فرد و زوج (ب)
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sin(−z) = − sin z, cos(−z) = cos z, tan(−z) = − tan z.

است: برقرار اساسی هویت فیثاغورث: هویت (ج)

sin2 z + cos2 z = 1.

می یابند: گسترش مختلط آرگومان های به این ها جمع: فرمول های (د)

sin(z+w) = sin z cos w+cos z sin w, cos(z+w) = cos z cos w−sin z sin w.

هستند: حقیقی حالت مشابه مشتق ها مشتق ها: (ه)

d

dz
sin z = cos z,

d

dz
cos z = − sin z,

d

dz
tan z = sec2 z,

تعریف که جاهایی در تانژانت برای و است، معتبر جا همه در کسینوس و سینوس برای که

است. شده

در: کسینوس و سینوس صفرهای صفرها: (و)

sin z = 0 when z = nπ, cos z = 0 when z = π

2
+ nπ, n ∈ Z.
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نیستند. محدود مختلط کسینوس و سینوس حقیقی، مثلثاتی توابع خلاف بر بودن: نامحدود (ز)

موهومی: محور امتداد در مثال، برای

sin(iy) = i sinh y, cos(iy) = cosh y,

می کنند. رشد |y| → ∞ با نمایی صورت به cosh y و sinh y آن در که

کرد: بیان زیر صورت به می توان را کسینوس و سینوس ،z = x + iy مختلط عدد یک برای

sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y, cos z = cos x cosh y − i sin x sinh y,

می کند. برجسته را هذلولی و نوسانی رفتار تعامل که

گویا مثال های ۳ .۶ .۳

می دهند: نشان را مختلط مثلثاتی توابع رفتار زیر مثال های

نمایی: تعریف از استفاده با :sin i محاسبه (آ)

sin i = ei·i − e−i·i

2i
= e−1 − e1

2i
=

1
e − e

2i
= i

e − 1
e

2

 = i sinh 1,
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.sinh 1 = e−e−1

2 زیرا

:cos i محاسبه (ب)

cos i = ei·i + e−i·i

2
= e−1 + e1

2
= e + 1

e

2
= cosh 1,

.cosh 1 = e+e−1

2 زیرا

بنابراین: .cos i = cosh 1 ،sin i = i sinh 1 بالا، از :z = i در فیثاغورث هویت تأیید (ج)

sin2 i + cos2 i = (i sinh 1)2 + (cosh 1)2 = − sinh2 1 + cosh2 1.

داریم: ،cosh2 x − sinh2 x = 1 که آنجا از

− sinh2 1 + cosh2 1 = 1,

می کند. تأیید را هویت که

:sin(x+iy) = sin x cosh y+i cos x sinh y شکل از استفاده با :sin
(

π
2 + i

)
محاسبه (د)

sin
π

2
+ i

 = sin π

2
cosh 1+i cos π

2
sinh 1 = 1·cosh 1+i·0·sinh 1 = cosh 1.
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نتایج و کاربردها ۴ .۶ .۳

هستند: محوری حوزه چندین در مختلط مثلثاتی توابع

سیگنال های نمایش برای که می دهند، تشکیل را فوریه سری های پایه آن ها فوریه: تحلیل •

می شوند. استفاده سیگنال پردازش در دوره ای

فیزیک در که را، ثابت ضرایب با خطی دیفرانسیل معادلات حل آن ها دیفرانسیل: معادلات •

می کنند. تسهیل هستند، رایج مهندسی و

می کنند. کمک کنترل کننده ها طراحی و سیستم پایداری تحلیل در آن ها کنترل: سیستم های •

است: هذلولی توابع با آن ها ارتباط کلیدی، نتیجه یک

sin(iz) = i sinh z, cos(iz) = cosh z,

افزایش ریاضی مدل سازی در را آن ها کاربرد و می دهد پیوند را هذلولی و مثلثاتی هویت های که

می دهد.

تاریخی زمینه ۵ .۶ .۳

فرمول شد. پیشگام هجدهم قرن در اویلر لئونارد توسط مختلط متغیرهای به مثلثاتی توابع گسترش

بین زدن پل با و کرد برقرار مثلثاتی و نمایی توابع بین عمیقی ارتباط ،eiz = cos z + i sin z او،

مهندسی در مدرن کاربردهای زمینه ساز توسعه، این ساخت. متحول را مختلط تحلیل هندسه، و جبر
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شد. فیزیک و

شهود ۶ .۶ .۳

امواج به را عمودی خطوط و هذلولی منحنی های به را افقی خطوط سینوس تابع مختلط، صفحه در

با را سینوسی نوسان sin x cosh y حقیقی بخش ،z = x + iy برای می کند. تبدیل نوسانی

شده مدوله فاز جابجایی یک cos x sinh y موهومی بخش که حالی در می کند، ترکیب نمایی رشد

کاملا که ،sin(iy) = i sinh y موهومی، محور امتداد در می کند. معرفی را هذلولی توابع توسط

مشابه، طور به می دهد. نشان را تابع بودن نامحدود که می کند، رشد نمایی صورت به و است موهومی

رشد و نوسان از پویا تعاملی به را مختلط صفحه و می دهد نشان خود از مشابهی رفتار کسینوس

می کند. نگاشت

Re

Im

ei· π
4

e−i· π
4

sin
(

π
4
)

= ei· π
4 −e−i· π

4
2i =

√
2

2

cos
(

π
4
)

= ei· π
4 +e−i· π

4
2 =

√
2

2

the in shown are e−iz anⅾ eiz points The .z = π
4 for funⅽtions exponentiaⅼ using cos z anⅾ sin z of ⅾefinition the of Iⅼⅼustration :۹ .۳ شکل

.cos z anⅾ sin z forⅿ to ⅽoⅿbine they how ⅾeⅿonstrating ⅽaⅼⅽuⅼations with pⅼane، ⅽoⅿpⅼex
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−6 −4 −2 0 2 4 6
−4

−2

0

2

4

x

R
e(

sin
(x

+
iy

))

y = 0
y = 1
y = 2

،y = 2 anⅾ ،y = 1 ،y = 0 for shown are Pⅼots .2π perioⅾ with x in perioⅾiⅽity ⅾeⅿonstrating ،y fixeⅾ for sin(x + iy) of part Reaⅼ :۱۰ .۳ شکل
.y with ⅽhanges aⅿpⅼituⅾe the how iⅼⅼustrating

Re(w)

Im(w)

sin z ≈ 1.3 + 0.6i

sin(−z) ≈ −1.3 − 0.6i

Re(z)

Im(z)
z = 1 + i

−z = −1 − i

pⅼane. ⅽoⅿpⅼex the in sin(−z) anⅾ ،sin z ،−z ،z pⅼotting by shown ،sin(−z) = − sin z ،z = 1 + i for :sin z of Parity :۱۱ .۳ شکل

Re(z)

Im(z)

π (sin)

π
2 (ⅽos)

0

pⅼane. ⅽoⅿpⅼex the in pⅼotteⅾ ،n integers for ،z = π
2 + nπ at (reⅾ) cos z anⅾ z = nπ at (bⅼue) sin z of Zeros :۱۲ .۳ شکل
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ⅽoⅿpⅼex the in unbounⅾeⅾness thus anⅾ growth exponentiaⅼ their showing ،y of funⅽtions as cos(iy) anⅾ sin(iy) of Ⅿagnituⅾe :۱۳ .۳ شکل
pⅼane.

−6 −4 −2 0 2 4 6

−1

0

1

x

Re(sin(x + i))
Im(sin(x + i))

funⅽtions. hyperboⅼiⅽ by ⅿoⅾuⅼateⅾ behavior osⅽiⅼⅼatory the iⅼⅼustrating ،x of funⅽtions as sin(x + i) of parts iⅿaginary anⅾ Reaⅼ :۱۴ .۳ شکل
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−2 −1 0 1 2 3 4 5

−2

0

2

Re(w)

Im
(w

)

Iⅿage of vertiⅽaⅼ ⅼine x = π/4

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

−1

0

1

Re(w)

Im
(w

)

Iⅿage of horizontaⅼ ⅼine y = 1

the anⅾ eⅼⅼipse، an to ⅿappeⅾ is ⅼine horizontaⅼ The .sin z unⅾer x = π/4 ⅼine vertiⅽaⅼ a anⅾ y = 1 ⅼine horizontaⅼ a of Ⅿapping :۱۵ .۳ شکل
pⅼane. ⅽoⅿpⅼex the in ⅽurve hyperboⅼiⅽ a to ⅼine vertiⅽaⅼ

تمرین ها ۷ .۶ .۳

وضوح: برای شده ارائه راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

شد: محاسبه بالا در که همان طور راه حل: :sin
(

π
2 + i

)
محاسبه (آ)

sin
π

2
+ i

 = cosh 1 ≈ 1.5431.

تعریف: از استفاده با راه حل: مختلط: z همه برای sin(iz) = i sinh z که دهید نشان (ب)

sin(iz) = ei(iz) − e−i(iz)

2i
= e−z − ez

2i
= i

ez − e−z

2

 = i sinh z,

.sinh z = ez−e−z

2 زیرا
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هذلولی توابع ۷ .۳

پس ،cos z = eiz+e−iz

2 = 0 دهید قرار راه حل: بیابید: را cos z = 0 جواب های همه (ج)

بنابراین: .e2iz = −1 یا ،eiz = −e−iz

2iz = iπ + 2πik, k ∈ Z,

به: منجر که

z = π

2
+ kπ, k ∈ Z.

محاسبه: راه حل: :tan(i) = i tanh 1 تأیید (د)

tan i = sin i

cos i
= i sinh 1

cosh 1
= i

sinh 1
cosh 1

= i tanh 1,

.tanh x = sinh x
cosh x زیرا

دشوارتر تمرین های ۸ .۶ .۳

شده اند: ارائه راه حل بدون و می کشند چالش به را عمیق تری درک زیر مسائل

کنید. تعیین z = 0 حول را tan z لوران سری بسط (آ)

کنید. بیان x + iy صورت به را آن ها و بیابید را sin z = i جواب های همه (ب)

هذلولی توابع ۷ .۳
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تعاریف ۱ .۷ .۳

می شوند: تعریف زیر صورت به z مختلط متغیر یک برای هذلولی توابع

sinh z = ez − e−z

2
, cosh z = ez + e−z

2
,

tanh z = sinh z

cosh z
, coth z = cosh z

sinh z
,

z = 1
cosh z

, z = 1
sinh z

.

کلی نمایی توابع از زیرا تحلیلی اند، C مختلط صفحه جای همه در یعنی هستند، کلی توابع این

هستند، همگرا z همه برای که توانی، سری های طریق از را آن ها می توان همچنین شده اند. تشکیل

کرد: بیان

sinh z =
∞∑

n=0

z2n+1

(2n + 1)!
, cosh z =

∞∑
n=0

z2n

(2n)!
.
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هذلولی توابع ۷ .۳

اصلی ویژگی های ۲ .۷ .۳

برای که می گذارند، اشتراک به خود حقیقی همتایان با را بسیاری ویژگی های مختلط هذلولی توابع

شده اند: تنظیم مختلط دامنه

هستند: دوره ای 2πi دوره با توابع تناوب: (آ)

sinh(z + 2πi) = sinh z, cosh(z + 2πi) = cosh z.

.tanh(z + πi) = tanh z است: πi دوره ،coth z و tanh z برای

زوج هذلولی کسینوس که حالی در هستند، فرد هذلولی تانژانت و هذلولی سینوس تقارن: (ب)

است:

sinh(−z) = − sinh z, cosh(−z) = cosh z, tanh(−z) = − tanh z.

شامل: کلیدی هویت های هویت ها: (ج)

cosh2 z − sinh2 z = 1,

1 − tanh2 z =2 z, coth2 z − 1 =2 z.

جمع: فرمول های (د)

sinh(z + w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w,

cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w.
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هستند: حقیقی حالت مشابه مشتق ها مشتق ها: (ه)

d

dz
sinh z = cosh z,

d

dz
cosh z = sinh z,

d

dz
tanh z =2 z,

تعریف که جاهایی در tanh z برای و است، معتبر جا همه در cosh z و sinh z برای که

است. شده

در: صفرها صفرها: (و)

sinh z = 0 when z = inπ, cosh z = 0 when z = i
π

2
+ nπ

 , n ∈ Z.

برای نیستند. محدود مختلط هذلولی توابع حقیقی، مثلثاتی توابع خلاف بر بودن: نامحدود (ز)

:z = iy

sinh(iy) = i sin y, cosh(iy) = cos y,

می کنند. رشد نمایی صورت به cosh x و sinh x حقیقی، محور امتداد در اما

مثلثاتی: توابع با رابطه (ح)

sinh(iz) = i sin z, cosh(iz) = cos z, tanh(iz) = i tan z,

sin(iz) = i sinh z, cos(iz) = cosh z.

:z = x + iy برای بیان (ط)

sinh z = sinh x cos y + i cosh x sin y,
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هذلولی توابع ۷ .۳

cosh z = cosh x cos y + i sinh x sin y.

گویا مثال های ۳ .۷ .۳

می دهند: نشان را مختلط هذلولی توابع رفتار زیر مثال های

تعریف: از استفاده با :sinh i محاسبه (آ)

sinh i = ei − e−i

2
= cos 1 + i sin 1 − cos(−1) − i sin(−1)

2

= cos 1 + i sin 1 − cos 1 + i sin 1
2

= i sin 1 ≈ i · 0.8415.

:cosh i محاسبه (ب)

cosh i = ei + e−i

2
= cos 1 + i sin 1 + cos(−1) + i sin(−1)

2

= cos 1 + i sin 1 + cos 1 − i sin 1
2

= cos 1 ≈ 0.5403.

بنابراین: .cosh i = cos 1 ،sinh i = i sin 1 بالا، از :cosh2 i − sinh2 i = 1 تأیید (ج)

cosh2 i−sinh2 i = (cos 1)2−(i sin 1)2 = cos2 1−(− sin2 1) = cos2 1+sin2 1 = 1.

:sinh(x + iy) = sinh x cos y + i cosh x sin y از استفاده با :sinh(1 + i) محاسبه (د)

sinh(1 + i) = sinh 1 cos 1 + i cosh 1 sin 1
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هذلولی توابع ۷ .۳

≈ (1.1752 · 0.5403) + i(1.5431 · 0.8415) ≈ 0.6346 + i1.2985.

نتایج و کاربردها ۴ .۷ .۳

دارند: کلیدی نقش زیر موارد در مختلط هذلولی توابع

در که می شوند، استفاده f ′′(z) = f (z) مانند معادلاتی حل در دیفرانسیل: معادلات •

دارند. کاربرد مهندسی و فیزیک

می کنند. مدل را کوانتومی مکانیک و لورنتز) (تحولات خاص نسبیت در پدیده هایی فیزیک: •

مانند: می کنند، مدل را جریان و ولتاژ انتقال، خطوط نظریه در مهندسی: •

V (x, t) = V0 cosh
t − x/c√

LC

 .

است: مثلثاتی توابع با آن ها رابطه کلیدی، نتیجه یک

sinh(iz) = i sin z, cosh(iz) = cos z,

مختلط تحلیل در را آن ها کاربرد و می دهد پیوند را هذلولی و مثلثاتی ویژگی های و هویت ها که

می دهد. افزایش

تاریخی زمینه ۵ .۷ .۳

را cosh و sinh نمادهای ۱۷۵۷ سال در که ریکاتی، وینچنزو توسط هجدهم قرن در هذلولی توابع

آن ها ارتباط شدند. رسمی داد، توسعه را آن ها ویژگی های که لامبرت، هاینریش یوهان و کرد، معرفی
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هذلولی توابع ۷ .۳

آن ها گسترش او eiz = cos z + i sin z فرمول که شد، برقرار اویلر لئونارد توسط مثلثاتی توابع با

ساخت. مرتبط دایره ها به را هذلول ها هندسی نقش و کرد تسهیل را مختلط صفحه به

شهود ۶ .۷ .۳

که حالی در می کند، نگاشت نمایی رشد با فرد تابع یک به را حقیقی محور sinh z مختلط، صفحه در

کاملا sinh(iy) = i sin y موهومی، محور امتداد در دارد. کمینه z = 0 در و است زوج cosh z

بخش ،z = x+ iy برای است. دوره ای و حقیقی cosh(iy) = cos y و است، نوسانی و موهومی

cosh x sin y موهومی بخش و می کند، ترکیب نوسان با را هذلولی رشد sinh x cos y حقیقی

در را نمایی رشد ،2πi تناوب با پویا، نگاشت این می کند. معرفی را فاز جابجایی با نوسانی

می دهد. نشان خاصی جهت های
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−10

−5

5

10

Re(w)

Im(w)

w−pⅼane

−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

Re(z)

Im(z)

z−pⅼane

Right: .x = 0, 1, 2 anⅾ y = 0, 1, 2 at ⅼines with z−pⅼane Ⅼeft: .sinh z unⅾer ⅼines (reⅾ) vertiⅽaⅼ anⅾ (bⅼue) horizontaⅼ of Ⅿapping :۱۶ .۳ شکل
،x = c for (e.g.، ⅼines vertiⅽaⅼ for hyperboⅼas anⅾ (

(
u

cos d

)2 +
(

v
sin d

)2 ≈ 1 ،y = d for (e.g.، ⅼines horizontaⅼ for eⅼⅼipses showing w−pⅼane

.(
(

v
sin y

)2
−
(

u
cos y

)2
≈ 1
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pⅼane. ⅽoⅿpⅼex the in pⅼotteⅾ ،n integers for z = i( π
2 + nπ) at (reⅾ) cosh z anⅾ z = inπ at (bⅼue) sinh z of Zeros :۱۷ .۳ شکل

−6 −4 −2 0 2 4 6

−1

−0.5

0

0.5

1

y

sin
y

−3 −2 −1 0 1 2 3

−10

−5

0

5

10

x

sin
h

x

sinh(iy) = sinⅽe ،Im(sinh(iy)) representing ،sin y Right: .(sinh 3 ≈ 10 (e.g.، growth exponentiaⅼ showing ،x reaⅼ for sinh x Ⅼeft: :۱۸ .۳ شکل
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تمرین ها ۷ .۷ .۳

شده: ارائه راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

:cosh(iz) = cos z از استفاده با راه حل: :cosh(2i) محاسبه (آ)

cosh(2i) = cos 2 ≈ −0.4161.

کسری: قاعده از استفاده با راه حل: : d
dz tanh z یافتن (ب)

d

dz
tanh z = d

dz

 sinh z

cosh z

 = cosh2 z − sinh2 z

cosh2 z
= 1

cosh2 z
=2 z.

:z2 = i ،z1 = i برای sinh(z1 + z2) = sinh z1 cosh z2 + cosh z1 sinh z2 تأیید (ج)

sinh i = راست: سمت .sinh(2i) = i sin 2 = i(2 sin 1 cos 1) چپ: سمت راه حل:

پس: ،cosh i = cos 1 ،i sin 1

sinh i cosh i + cosh i sinh i = 2(i sin 1)(cos 1) = i(2 sin 1 cos 1).

است. برقرار هویت

پس ،sinh z = ez−e−z

2 = 0 دهید قرار راه حل: :sinh z = 0 جواب های همه یافتن (د)

بنابراین: .e2z = 1 یا ،ez = e−z

2z = 2πik, z = iπk, k ∈ Z.
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هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع ۸ .۳

دشوارتر تمرین های ۸ .۷ .۳

.x + iy صورت به جواب ها بیان با ،cosh z = 0 حل (آ)

.z = 0 حول z لوران سری بسط تعیین (ب)

هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع ۸ .۳

تعاریف ۱ .۸ .۳

تعریف مربوطه هذلولی و مثلثاتی توابع معکوس های عنوان به هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع

معکوس های توابع، این دوره ای ماهیت دلیل به یافته اند. گسترش مختلط صفحه به که می شوند،

می شوند. تعریف لگاریتم ها طریق از که دارند اصلی شاخه های به نیاز و هستند چندمقداری آن ها

مثلثاتی معکوس توابع

می شوند: تعریف زیر صورت به اصلی مثلثاتی معکوس توابع ،z مختلط عدد یک برای

:(sin−1 z) معکوس سینوس •

sin−1 z = −i log
(
iz +

√
1 − z2

)
,

تضمین برای شده انتخاب اصلی شاخه های با هستند، چندمقداری log و
√

1 − z2 آن در که

بودن. تحلیلی
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هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع ۸ .۳

:(cos−1 z) معکوس کسینوس •

cos−1 z = π

2
− sin−1 z = −i log

(
z + i

√
1 − z2

)
.

:(tan−1 z) معکوس تانژانت •

tan−1 z = i

2
log

i + z

i − z

 .

هذلولی معکوس توابع

می شوند: تعریف لگاریتم ها از استفاده با هذلولی معکوس توابع مشابه، طور به

:(sinh−1 z) معکوس هذلولی سینوس •

sinh−1 z = log
(
z +

√
z2 + 1

)
.

:(cosh−1 z) معکوس هذلولی کسینوس •

cosh−1 z = log
(
z +

√
z2 − 1

)
.

:(tanh−1 z) معکوس هذلولی تانژانت •

tanh−1 z = 1
2

log
1 + z

1 − z

 .

هستند مربع ریشه های و ،log z = ln |z|+ i(arg z +2nπ) مختلط، لگاریتم شامل تعاریف این

دارند. شاخه برش های به نیاز تک مقداری، توابع تعریف برای و چندمقداری اند که
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اصلی ویژگی های ۲ .۸ .۳

شاخه برش های و چندمقداری ماهیت

با sin z مثال، برای می شود. ناشی هذلولی و مثلثاتی توابع تناوب از توابع این چندمقداری ماهیت

آرگمان کردن محدود با اصلی شاخه های می کند. چندمقداری را sin−1 z که است، دوره ای 2π دوره

متداول شاخه برش های می شوند. تعریف مربع ریشه های برای خاص شاخه های انتخاب و لگاریتم

از: عبارتند

.∞ تا 1 از و −1 تا −∞ از حقیقی محور امتداد در :cos−1 z و sin−1 z برای •

.i∞ تا i از و −i تا −i∞ از موهومی محور امتداد در :tan−1 z برای •

.i∞ تا i از و −i تا −i∞ از موهومی محور امتداد در :sinh−1 z برای •

.∞ تا 1 از و −1 تا −∞ از حقیقی محور امتداد در :cosh−1 z برای •

.∞ تا 1 از و −1 تا −∞ از حقیقی محور امتداد در :tanh−1 z برای •

باشند. تحلیلی برش خورده صفحه در توابع که می کنند تضمین شاخه برش های این

برد ها و دامنه ها

هستند: بودن تک مقداری تضمین برای خاصی برد های دارای اصلی شاخه های

−π
2 ≤ Re(sin−1 z) ≤ π

2 :sin−1 z •

0 ≤ Re(cos−1 z) ≤ π :cos−1 z •

−π
2 < Re(tan−1 z) < π

2 :tan−1 z •
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هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع ۸ .۳

−π
2 ≤ Im(sinh−1 z) ≤ π

2 :sinh−1 z •

0 ≤ Im(cosh−1 z) ≤ π :cosh−1 z •

−π
2 < Im(tanh−1 z) < π

2 :tanh−1 z •

مشتق ها

هستند: معتبر تحلیلی دامنه های در و می شوند مشتق لگاریتمی عبارات از مشتق ها

مثلثاتی: معکوس توابع •

d

dz
sin−1 z = 1√

1 − z2 ,
d

dz
cos−1 z = − 1√

1 − z2 ,
d

dz
tan−1 z = 1

1 + z2 .

هذلولی: معکوس توابع •

d

dz
sinh−1 z = 1√

z2 + 1
,

d

dz
cosh−1 zv

= 1√
z2 − 1

برای) |z| > 1),
d

dz
tanh−1 z = 1

1 − z2 برای) |z| < 1).

روابط

می کند: متصل هم به را هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع کلیدی، رابطه یک

sin−1 z = −i sinh−1(iz), cos−1 z = i cosh−1 z, tan−1 z = −i tanh−1(iz).

می کنند. پیروی cos(iz) = cosh z ،sin(iz) = i sinh z روابط و تعاریف از این ها
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گویا مثال های ۳ .۸ .۳

تعریف: از استفاده با :sin−1(i) محاسبه (آ)

sin−1(i) = −i log
(
i · i +

√
1 − i2

)
= −i log(−1+

√
1 + 1) = −i log(−1+

√
2).

اصلی: لگاریتم ،−1 +
√

2 ≈ 0.414 > 0 که آنجا از

log(−1 +
√

2) = ln(
√

2 − 1) + i · 0.

بنابراین: ،ln(
√

2 − 1) = − ln(
√

2 + 1) پس ،
√

2 − 1 = 1√
2+1 اینکه به توجه با

sin−1(i) = −i · (− ln(
√

2 + 1)) = i ln(
√

2 + 1) ≈ i · 0.8814.

:tanh−1(0) محاسبه (ب)

tanh−1(0) = 1
2

log
1 + 0
1 − 0

 = 1
2

log(1) = 0.

:cosh−1(1) محاسبه (ج)

cosh−1(1) = log
(
1 +

√
12 − 1

)
= log(1 + 0) = log 1 = 0.

:tan−1 z = i
2 log

(
i+z
i−z

)
تعریف از استفاده با :tan−1 z مشتق تأیید (د)

d

dz
tan−1 z = i

2
· 1

i+z
i−z

· (i − z) · 1 − (i + z) · (−1)
(i − z)2
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= i

2
· i − z

i + z
· i − z + i + z

(i − z)2 = i

2
· 2i

(i − z)(i + z)
= 1

1 + z2 .

نتایج و کاربردها ۴ .۸ .۳

هستند: حیاتی زیر موارد در هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع

.∫ dx
x2+a2 = 1

a tanh−1
(

x
a

)
و ∫ dx√

a2−x2 = sin−1
(

x
a

)
مانند انتگرال هایی در انتگرال: حساب •

که الکتریکی، مدارهای و حرارت، انتقال موج، انتشار مدل سازی در مهندسی: و فیزیک •

می کنند. ساده را تحلیل مختلط متغیرهای

.z = sin−1 w آن در که ،sin z = w مانند معادلاتی حل معادلات: حل •

مانند است، هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع بین رابطه کلیدی، نتیجه یک

sin−1 z = −i sinh−1(iz)

می کند. یکپارچه را آن ها نظری چارچوب که

تاریخی زمینه ۵ .۸ .۳

در اویلر لئونارد کار با هجدهم قرن در مختلط دامنه در هذلولی و مثلثاتی معکوس توابع توسعه

قرن در شد. پدیدار eiz = cos z + i sin z طریق از مثلثاتی توابع به نمایی توابع دادن ارتباط

کردند رسمی را شاخه برش های و چندمقداری توابع ریمان برنهارد و کوشی گوستین‑لویی آ نوزدهم،

افزایش مختلط تحلیل در را آن ها کاربرد که آوردند فراهم معکوس ها این برای دقیقی چارچوب و
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داد.

شهود ۶ .۸ .۳

نگاشت ،−π
2 ≤ Rew ≤ π

2 معمولا نوار، یک به را مختلط صفحه sin−1 z مختلط، صفحه در

تابع آن در که ،∞ تا 1 از و −1 تا −∞ از حقیقی محور امتداد در شاخه برش های با می دهد،

سینوس به شبیه است، حقیقی sin−1 z ،1 و −1 بین حقیقی محور روی z برای نیست. تحلیلی

برش های با است، −π
2 ≤ Iⅿw ≤ π

2 نوار یک به نگاشت ،sinh−1 z برای حقیقی. معکوس

را نواحی و خطوط می کنند، منعکس را لگاریتمی ماهیت نگاشت ها این موهومی. محور روی شاخه

می کنند. تضمین را بودن تک مقداری که شاخه برش های با می کنند، تبدیل مختلط منحنی های به

Re(w)

Im(w)− π
2

π
2

0− π
2

π
2

Re(z)

Im(z)

branⅽh ⅽut branⅽh ⅽut
0−1 1

reaⅼ the on [1, ∞) anⅾ (−∞, −1] aⅼong (ⅾasheⅾ) ⅽuts branⅽh with z−pⅼane Ⅼeft: .arcsin z of branⅽh prinⅽipaⅼ the unⅾer Ⅿapping :۱۹ .۳ شکل
.− π

2 < Re w < π
2 strip the showing w−pⅼane Right: .x > 1 for reⅾ ،−1 < x < 1 for green ،x < −1 for bⅼue ⅽoⅼoreⅾ: is axis reaⅼ The axis.

.v < 0 ،u = π
2 to reⅾ anⅾ ،v > 0 ،u = − π

2 to bⅼue ،[− π
2 , π

2 ] axis reaⅼ the to ⅿaps segⅿent green The

۳۰۶
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Re(w)

Im(w)

− π
2

π
2

0
Re(z)

Im(z)

branⅽh ⅽut

branⅽh ⅽut

0

i

−i

anⅾ −i to −i∞ froⅿ axis iⅿaginary the aⅼong (ⅾasheⅾ) ⅽuts branⅽh with z−pⅼane Ⅼeft: .z of branⅽh prinⅽipaⅼ the unⅾer Ⅿapping :۲۰ .۳ شکل
reaⅼ green The .− π

2 < Im w < π
2 strip the showing w−pⅼane Right: bⅼue. is axis iⅿaginary the anⅾ green، is axis reaⅼ The .i∞ to i froⅿ

.v = ± π
2 to ⅿaps axis iⅿaginary bⅼue the anⅾ w، in axis reaⅼ the to ⅿaps axis

تمرین ها ۷ .۸ .۳

:cos−1 z = π
2 − sin−1 z از استفاده با راه حل: :cos−1(2) محاسبه (آ)

sin−1(2) = −i log(2i+
√

1 − 4) = −i log(2i+i
√

3) = −i log(i(2+
√

3)).

:a > 0 برای log(ia) = ln a + iπ
2 که آنجا از

log(i(2 +
√

3)) = ln(2 +
√

3) + i
π

2
,

پس:

sin−1(2) = −i
ln(2 +

√
3) + i

π

2

 = i ln(2 +
√

3) − π

2
.
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بنابراین:

cos−1(2) = π

2
−
i ln(2 +

√
3) − π

2

 = π−i ln(2+
√

3) ≈ 3.1416−i·1.3170.

:sinh−1 z = log
(
z +

√
z2 + 1

)
تعریف از استفاده با راه حل: : d

dz sinh−1 z یافتن (ب)

d

dz
sinh−1 z = 1

z +
√

z2 + 1
·
1 + z√

z2 + 1



=
1 + z√

z2+1
z +

√
z2 + 1

=
√

z2 + 1 + z

(z +
√

z2 + 1)
√

z2 + 1
= 1√

z2 + 1
.

محاسبه: راه حل: :sin−1(iz) = −i sinh−1 z تأیید (ج)

sin−1(iz) = −i log(i · iz +
√
1 − (iz)2) = −i log(−z +

√
1 + z2).

:sinh−1 z = log(z +
√

z2 + 1) برای

−i sinh−1 z = −i log(z +
√

z2 + 1).

عبارات کنید. انتخاب مناسب طور به را شاخه ،
√

z2 + 1 =
√
−(1 + z2) که آنجا از

می کنند. تأیید را هویت و دارند مطابقت سازگار شاخه انتخاب های تحت

دشوارتر تمرین های ۸ .۸ .۳

.x + iy صورت به جواب ها بیان با ،z برای sin−1 z = i حل (آ)

آن. اصلی شاخه توصیف و cosh−1 z برای شاخه برش های تعیین (ب)
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۴ فصل

تبدیلات توسط نگاشت
خطی

خطی تبدیلات ۱ .۴

تعریف ۱ .۱ .۴

است: زیر شکل به تابعی خطی تبدیل یک مختلط، تحلیل در

w = az + b,
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آفین تبدیل عنوان به که تبدیل، این است. a 6= 0 و مختلط، اعداد b و a مختلط، متغیر z آن در که

a 6= 0 شرط است. مختلط صفحه انتقال و چرخش مقیاس بندی، از ترکیبی می شود، شناخته نیز

می کند. متمایز ثابت توابع از را آن و باشد معکوس پذیر تبدیل که می کند تضمین

اصلی ویژگی های ۲ .۱ .۴

می سازند: ضروری مختلط تحلیل در را آن ها که هستند اساسی ویژگی چندین دارای خطی تبدیلات

توسط: شده داده معکوس با است، معکوس پذیر تبدیل ،a 6= 0 که آنجا از دوسویی: (آ)

z = w − b

a
.

می کند. تضمین را خود به مختلط صفحه از پوشا و یک به یک نگاشتی امر این

آن: مشتق زیرا می کند، حفظ را زوایا یعنی است، همدیس تبدیل همدیسی: (ب)

dw

dz
= a 6= 0,

می کند. برآورده را همدیسی شرایط که است، صفر غیر جا همه در

را دایره ها و راست خطوط به را راست خطوط خطی، تبدیلات دایره ها: و خطوط حفظ (ج)

و هم راستایی که می شود، ناشی آن ها خطی ماهیت از امر این می کنند. نگاشت دایره ها به

می کند. حفظ انتقال و چرخش مقیاس بندی، تحت را دایره ای شکل های

صورت به ،T2(z) = a2z + b2 و T1(z) = a1z + b1 خطی، تبدیل دو ترکیب ترکیب: (د)
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است: زیر

T2(T1(z)) = a2(a1z + b1) + b2 = (a2a1)z + (a2b1 + b2),

تحت خطی تبدیلات مجموعه که است این نشان دهنده است، دیگر خطی تبدیل یک خود که

می دهد. تشکیل گروه یک ترکیب،

خود به را C ∪ {∞} گسترش یافته مختلط صفحه تبدیل، گسترش یافته: مختلط صفحه (ه)

می شود. نگاشت w → ∞ به z → ∞ که طوری به می کند، نگاشت

هندسی تفسیر ۳ .۱ .۴

هندسی اثرات یک هر که کرد، تجزیه انتقال و چرخش مقیاس بندی، به می توان را خطی تبدیلات

دارند: متمایزی

برای می شود. جابجا b بردار اندازه به مختلط صفحه در نقطه هر ،w = z + b برای انتقال: •

در می کند، حرکت واحد ۱ بالا به و واحد ۱ راست سمت به صفحه ،b = 1 + i اگر مثال،

می شود. حفظ شکل ها جهت گیری و شکل که حالی

تبدیل ،θ ∈ R و r > 0 با a = reiθ آن در که ،w = az برای مقیاس بندی: و چرخش •

می چرخاند. مبدأ حول θ زاویه اندازه به را آن و می کند مقیاس بندی r ضریب به را صفحه

می چرخد. ساعت عقربه های جهت خلاف درجه ۹۰ صفحه ،a = i = eiπ/2 اگر مثال، برای

چرخش و مقیاس بندی ابتدا می کند: ترکیب را اثرات این w = az + b تابع کلی: تبدیل •

صفحه، جهت گیری و اندازه تغییر صورت به می توان را این .b توسط انتقال سپس ،a توسط
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کرد. تجسم جدید موقعیت به جابجایی سپس و

ax+by+c = خط یک مثال، برای می کنند. حفظ را دایره ها و خطوط هندسی ساختار تبدیلات، این

با دایره ای به |z − c| = r دایره یک و می شود، نگاشت w صفحه در دیگری خط به z صفحه در 0
می شود. نگاشت |a|r شعاع و ac + b مرکز

گویا مثال های ۴ .۱ .۴

می دهند: نشان را خطی تبدیلات رفتار زیر مثال های

واحد ۱ راست سمت به را مختلط صفحه کل این .T (z) = z + 1 بگیرید نظر در انتقال: (آ)

مثال: برای می کند. جابجا

T (0) = 1, T (i) = 1 + i.

۱ شعاع و ۱ مرکز با دایره ای که می شود، نگاشت |w − 1| = 1 به |z| = 1 واحد دایره

است.

عقربه های جهت خلاف درجه ۹۰ صفحه ،i = eiπ/2 آن در که ،T (z) = iz برای چرخش: (ب)

می چرخد: ساعت

T (1) = i, T (i) = i · i = −1.

می شود. نگاشت u = 0 موهومی محور به y = 0 حقیقی محور
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می شود: مقیاس بندی ۲ ضریب به صفحه ،T (z) = 2z برای مقیاس بندی: (ج)

T (1 + i) = 2(1 + i) = 2 + 2i.

است. مبدأ مرکز و ۲ شعاع با دایره ای که می شود، نگاشت |w| = 2 به |z| = 1 واحد دایره

ضریب به تبدیل ،1+ i =
√

2eiπ/4 آن در که ،T (z) = (1+ i)z +2 برای کلی: تبدیل (د)

می کند: جابجا واحد ۲ و می چرخاند، درجه ۴۵ می کند، مقیاس بندی
√

2

T (0) = 2, T (1) = (1 + i) · 1 + 2 = 3 + i.

نتایج و کاربردها ۵ .۱ .۴

هستند: بنیادی مختلط تحلیل در متعددی دلایل به خطی تبدیلات

و می کنند حفظ را زوایا آن ها همدیس، نگاشت های ساده ترین عنوان به همدیس: نگاشت •

مقدار مسائل حل که می شوند، استفاده ساده تر دامنه های به پیچیده دامنه های تبدیل برای

می کند. تسهیل را الکترواستاتیک، و سیالات دینامیک مانند مهندسی، و فیزیک در مرزی

تحلیل در که می کنند، نگاشت ساده تر مناطق به را پیچیده مناطق آن ها دامنه ها: ساده سازی •

می کند. کمک پتانسیل نظریه یا لاپلاس معادله

ویژگی ای می دهد، تشکیل گروه یک ترکیب، تحت خطی تبدیلات مجموعه گروهی: ساختار •

است. موبیوس تبدیلات مانند پیشرفته تر نگاشت های پایه که

الکترومغناطیسی، میدان های مانند فیزیکی، سیستم های مدل سازی در فیزیک: در کاربردها •

می کنند. ساده را مرزی شرایط تبدیلات آن در که می شوند، استفاده
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به C از که هستند جا) همه در (تحلیلی کلی توابع تنها خطی تبدیلات که است این کلیدی نتیجه یک

می کند. برجسته مختلط تحلیل در را آن ها فرد به منحصر نقش که هستند، دوسو C

تاریخی زمینه ۶ .۱ .۴

پدیدار توابع نظریه توسعه از بخشی عنوان به نوزدهم قرن در مختلط تحلیل در خطی تبدیلات

درک به کوشی گوستین‑لویی آ و ریمان برنهارد گاوس، فریدریش کارل مانند ریاضیدانانی شدند.

کارهای بودند. آن ها بنیادی مثال های عنوان به خطی تبدیلات که کردند، کمک همدیس نگاشت های

کرد. فراهم مرتبط زمینه های و مختلط تحلیل در مدرن کاربردهای برای پایه ای آن ها

شهود ۷ .۱ .۴

به را بوم w = z + b انتقال یک کنید. تصور انعطاف پذیر بوم یک عنوان به را مختلط صفحه

مثال، برای می کند. حفظ را جهت گیری ها و شکل ها همه که حالی در می کند، جابجا یکنواخت طور

چرخش یک می کند. حفظ را خود ساختار و می شود جابجا b بردار اندازه به مربع ها از شبکه یک

مبدأ حول θ زاویه به و کشیده r اندازه به را بوم ،a = reiθ آن در که ،w = az مقیاس بندی و

شعاع به مبدأ مرکز با دایره یک و می چرخد، جدیدی زاویه به مبدأ از عبوری خط یک می چرخاند.

و کشیدن ابتدا می کند: ترکیب را اثرات این w = az + b کلی تبدیل می شود. مقیاس بندی جدیدی

w = 2z + 1 تحت |z| = 1 واحد دایره مثال، برای جدید. موقعیت به جابجایی سپس چرخاندن،

می شود. توصیف |w − 1| = 2 با که می شود، تبدیل ۱ مرکز و ۲ شعاع با دایره ای به
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Re

Iⅿ

S

T (S)

.w = z + (1 + i) که جایی شود، تولید T (S) تا می شود جابجا b = 1 + i اندازه به S مربع انتقال: :۱ .۴ شکل

Re

Iⅿ

1

ii

−1

می چرخاند. مبدا حول ساعت عقربه های خلاف جهت در درجه ۹۰ را نقاط w = iz تبدیل چرخش: :۲ .۴ شکل

Re

Iⅿ

|z| = 1 |w| = 2

می کند. مقیاس بندی ،|w| = 2 یعنی ،۲ شعاع با دایره ای به را |z| = 1 واحد دایره w = 2z تبدیل مقیاس بندی: :۳ .۴ شکل
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Re

Iⅿ

S

T (S)

T (S) به را S مربع و می کند، جابجا ۲ اندازه به و می چرخاند، π/4 اندازه به می دهد، تغییر
√

2 اندازه به را مقیاس w = (1 + i)z + 2 تبدیل عمومی: تبدیل :۴ .۴ شکل
می دهد. نگاشت

Re

Iⅿ y = x

v = −u

می شود. حفظ آن خطی ساختار و می شود نگاشت v = −u به w = iz تبدیل تحت y = x خط خطوط: حفظ :۵ .۴ شکل

Re

Iⅿ

|z| = 1 |w − 1| = 2

می شود. نگاشت ،|w − 1| = 2 یعنی ،۱ مرکز و ۲ شعاع با دایره ای به w = 2z + 1 تبدیل تحت |z| = 1 واحد دایره دایره ها: حفظ :۶ .۴ شکل

۳۱۶



خطی تبدیلات ۱ .۴

Re

Iⅿ v = uu = 0

π/4

Re

Iⅿ

y = 0

y = x

π/4

می دهد. نگاشت موهومی محور و v = u خط به ترتیب به را آن ها و می کند حفظ را y = x خط و حقیقی محور بین π/4 زاویه w = (1 + i)z تبدیل هم نگاری: :۷ .۴ شکل

Re

Iⅿ

S

T (S)

.w = z + (1 + i) که جایی شود، تولید T (S) تا می شود جابجا b = 1 + i اندازه به S مربع انتقال: :۸ .۴ شکل

Re

Iⅿ

1

ii

−1

می چرخاند. مبدا حول ساعت عقربه های خلاف جهت در درجه ۹۰ را نقاط w = iz تبدیل چرخش: :۹ .۴ شکل
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خطی تبدیلات ۱ .۴

Re

Iⅿ

|z| = 1 |w| = 2

می کند. مقیاس ،|w| = 2 ،۲ شعاع با دایره ای به را |z| = 1 واحد دایره w = 2z تبدیل مقیاس بندی: :۱۰ .۴ شکل

Re

Iⅿ

S

T (S)

T (S) به را S مربع و می دهد، انتقال ۲ اندازه به و می چرخاند، π/4 اندازه به می دهد، تغییر
√

2 اندازه به را مقیاس w = (1 + i)z + 2 تبدیل عمومی: تبدیل :۱۱ .۴ شکل
می کند. نگاشت

Re

Iⅿ y = x

v = −u

می شود. حفظ آن خطی ساختار و می شود نگاشت v = −u به w = iz تبدیل تحت y = x خط خطوط: حفظ :۱۲ .۴ شکل

۳۱۸



خطی تبدیلات ۱ .۴

Re

Iⅿ

|z| = 1 |w − 1| = 2

می شود. نگاشت ،|w − 1| = 2 ،۱ مرکز و ۲ شعاع با دایره ای به w = 2z + 1 تبدیل تحت |z| = 1 واحد دایره دایره ها: حفظ :۱۳ .۴ شکل

Re

Iⅿ v = uu = 0

π/4

Re

Iⅿ

y = 0

y = x

π/4

می دهد. نگاشت موهومی محور و v = u خط به ترتیب به را آن ها و می کند حفظ را y = x خط و حقیقی محور بین π/4 زاویه w = (1 + i)z تبدیل هم ریختی: :۱۴ .۴ شکل

۳۱۹



خطی تبدیلات ۱ .۴

تمرین ها ۸ .۱ .۴

وضوح: برای شده ارائه راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

z = بگذارید راه حل: بیابید. w = (1 + i)z تبدیل تحت را y = 2x خط تصویر (آ)

سپس: .y = 2x زیرا ،x + 2xi = x(1 + 2i)

w = (1+i)z = (1+i)x(1+2i) = x(1+i)(1+2i) = x(1+2i+i−2) = x(−1+3i).

پس، .v = 3x ،u = −x می دهد نشان که ،w = u + iv = x(−1 + 3i) بنابراین،

است. v = −3u خط تصویر، و ،v = −3u

نگاشت w2 = i به را z2 = 1 و w1 = 1 به را z1 = 0 که کنید تعیین را خطی ای تبدیل (ب)

.T (1) = a·1+b = i و T (0) = b = 1 داریم نیاز ،T (z) = az+b برای راه حل: کند.

بنابراین: .a = i − 1 بنابراین ،a + 1 = i پس ،b = 1 که آنجا از

T (z) = (i − 1)z + 1.

تابع راه حل: نیست. az + b شکل به خطی تبدیل یک T (z) = z−i
z+i که دهید نشان (ج)

،c = 1 ،b = −i ،a = 1 با az+b
cz+d شکل به است، موبیوس تبدیل یک T (z) = z−i

z+i

تبدیل زمینه این در می کند تأیید که شود، بیان az + b صورت به نمی تواند تابع این .d = i

نیست. خطی
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

دشوارتر تمرین های ۹ .۱ .۴

است. همدیس a 6= 0 با T (z) = az + b خطی تبدیل هر که کنید ثابت (آ)

کنند. نگاشت خود به را |z| < 1 واحد دیسک که بیابید را خطی ای تبدیلات همه (ب)

w = 1
z تبدیل ۲ .۴

تعریف ۱ .۲ .۴

می شود: تعریف زیر صورت به تبدیل

w = 1
z

,

به که نگاشت، این است. مختلط صفحه در آن تصویر w و است مختلط متغیر یک z آن در که

z = ∞ و w = ∞ به را z = 0 است، نشده تعریف z = 0 در می شود، شناخته برگشت عنوان

مورد یک تبدیل، این می کند. نگاشت C ∪ {∞} گسترش یافته مختلط صفحه در w = 0 به را

می شود. مشخص خود عمیق هندسی اثرات و سادگی با که است، موبیوس تبدیلات از خاص

اصلی ویژگی های ۲ .۲ .۴

اهمیت حائز مختلط تحلیل در آن نقش در که است اساسی ویژگی چندین دارای w = 1
z تبدیل

هستند:
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

،θ = arg z و r = |z| آن در که ،z = reiθ مختلط عدد یک برای انعکاس: و برگشت (آ)

به: تبدیل

w = 1
r
e−iθ

می دهد. انعکاس −θ به θ از را آرگمان و برمی گرداند 1
r به r از را اندازه امر این می شود.

مختلط) صفحه در دایره ها یا (خطوط عمومی دایره های تبدیل، هندسی: شکل های نگاشت (ب)

می کند: نگاشت عمومی دایره های به را

می شوند. نگاشت می کنند عبور مبدأ از که دایره هایی به نمی کنند، عبور مبدأ از که خطوطی •

نگاشت نمی کنند عبور مبدأ از که دیگری دایره های به نمی کنند، عبور مبدأ از که دایره هایی •

می شوند.

نگاشت می کنند عبور مبدأ از که دیگری خطوط به می کنند، عبور مبدأ از که خطوطی •

می شوند.

می شوند. نگاشت نمی کنند عبور مبدأ از که خطوطی به می کنند، عبور مبدأ از که دایره هایی •

می شود. ناشی موبیوس تبدیلات توسط عمومی دایره های حفظ از ویژگی این

است شده تعریف که نقاطی همه در را زوایا یعنی است، همدیس تبدیل بودن: همدیس (ج)

آن: مشتق می کند. حفظ (z 6= 0)
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

dw

dz
= − 1

z2 6= 0 برای z 6= 0,

می کند. تضمین را زاویه حفظ که

می شود، z2 = 1 به منجر ،z = 1
z یعنی می کنند، برآورده را w = z که نقاطی ثابت: نقاط (د)

هستند. تبدیل ثابت نقاط این .z = ±1 بنابراین

می کند: نگاشت زیر صورت به را خاص مناطق تبدیل مناطق: نگاشت (ه)

.(Im(w) < 0) پایین نصف النهار به (Im(z) > 0) بالا نصف النهار •

بالعکس. و ،(|w| > 1) آن خارج به (|z| < 1) واحد دیسک داخل •

.w = z̄ همزادساز: طریق از خودش به (|z| = 1) واحد دایرة •

هندسی تفسیر ۳ .۲ .۴

برای کرد. درک پیچیده همزادساز و واحد دایرة در برگشت ترکیب عنوان به می توان را w = 1
z تبدیل

داریم: ،z = x + iy

w = 1
x + iy

= x − iy

x2 + y2 .

می کند، نگاشت (|w| > 1) آن از خارج نقاط به را (|z| < 1) واحد دایرة داخل نقاط امر این

نگاشت خودشان به همزادساز طریق از (|z| = 1) واحد دایرة روی نقاط که حالی در بالعکس، و

موقعیت به بسته خاص رفتارهای با می شوند، تبدیل دایره ها یا خطوط به دایره ها و خطوط می شوند.
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

مبدأ. به نسبت آن ها

گویا مثال های ۴ .۲ .۴

می دهند: نشان را تبدیل رفتار زیر مثال های

سپس: .z = 1 + iy, y ∈ R یعنی ،x = 1 عمودی خط خط: یک نگاشت (آ)

w = 1
1 + iy

= 1 − iy

1 + y2 = 1
1 + y2 − i

y

1 + y2 .

محاسبه تصویر، یافتن برای .u = 1
1+y2 , v = − y

1+y2 پس ،w = u + iv کنید فرض

کنید:

(u−0.5)2+v2 =
 1
1 + y2 − 1

2


2
+
− y

1 + y2


2

=
(
1 − 1+y2

2

)2
+ y2

(1 + y2)2 =
(1−y2)2

4 + y2

(1 + y2)2

= 1 + y4 − 2y2 + 4y2

4(1 + y2)2 = 1 + y4 + 2y2

4(1 + y2)2 = (1 + y2)2

4(1 + y2)2 = 1
4
.

وقتی w = 0) می کند عبور مبدأ از که است، |w − 0.5| = 0.5 دایرة تصویر، پس،

.(y → ±∞

:z = 2eiθ برای .|z| = 2 دایرة دایره: یک نگاشت (ب)
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

w = 1
2eiθ

= 1
2
e−iθ,

نمی کند. عبور مبدأ از و دارد قرار مبدأ دور که می کند، توصیف را |w| = 1
2 دایرة که

:z = x + iy, y > 0 برای بالا: نصف النهار نگاشت (ج)

w = 1
x + iy

= x − iy

x2 + y2 .

نگاشت پایین نصف النهار به بالا نصف النهار پس ،v = − y
x2+y2 < 0 موهومی: بخش

می شود.

:z = eiθ برای واحد: دایرة نگاشت (د)

w = 1
eiθ

= e−iθ = z̄,

می کند. نگاشت پیچیده همزادساز طریق از خودش به را واحد دایرة که

نتایج و کاربردها ۵ .۲ .۴

است: کلیدی حوزه چندین در w = 1
z تبدیل

به پیچیده دامنه های نگاشت توسط مرزی مقدار مسائل ساده سازی با لاپلاس: معادلة •

می کند. کمک آن، داخل به دیسک یک از خارج تبدیل مانند ساده تر، دامنه های
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

قارچ های با رساناها برای تصویری بارهای یافتن برای تصاویر روش در الکترواستاتیک: •

می کند. ساده را پتانسیل استوانه ای، یا کروی

جریان، دامنة شکل تغییر توسط موانع حول سیالات جریان مدل سازی با سیالات: دینامیک •

می کند. حفظ را کلیدی فیزیکی ویژگی های

،b = 1 ،a = 0 با az+b
cz+d نوع از موبیوس تبدیل یک w = 1

z که است این کلیدی، نتیجه یک

دیگر با ترکیب قابلیت و متقاطع نسبت های حفظ مانند ویژگی هایی که است، d = 0 ،c = 1
شامل مسائل در خارجی و داخلی مناطق تبدیل برای آن توانایی می برد. ارث به را موبیوس تبدیلات

است. ارزشمند نامتناهی دامنه های

تاریخی زمینه ۶ .۲ .۴

موبیوس فردیناند اوگست توسط که است، موبیوس تبدیلات از خاص مورد یک w = 1
z تبدیل

درک برای چارچوبی داد، گسترش را خطی تبدیلات که او، کارهای شد. معرفی نوزدهم قرن در

و ریمان برنهارد مانند ریاضیدانانی مشارکت های کرد. فراهم مختلط صفحه در هندسی تغییرات

کرد. تثبیت آن کاربردهای و مختلط تحلیل در را تبدیلات این اهمیت کوشی گوستین‑لویی آ

شهود ۷ .۲ .۴

می گیرد. شکل w = 1
z تبدیل توسط که کنید، تصور انعطاف پذیر بوم یک صورت به را مختلط صفحه

حالی در می شوند، پرتاب (w = 2 (مانند بزرگ فواصل به (z = 0.5 (مانند مبدأ به نزدیک نقاط

(x = 1 (مانند خطوط می شوند. کشیده (w = 0.5 (مانند نزدیک (z = 2 (مانند دور نقاط که
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

به (|z| = 2 (مانند دایره ها که حالی در می شوند، تبدیل (|w − 0.5| = 0.5 (مانند دایره ها به

همزادساز طریق از (|z| = 1) واحد دایرة می شوند. تبدیل (|w| = 1
2 (مانند کوچکتر دایره های

خطی مسیرهای تبدیل برای تبدیل توانایی پویا شکل تغییر این می شود. نگاشت خودش به پیچیده

می دهد. نشان را بالعکس و منحنی ها به

Re

Iⅿ

θ = −π/4

Re

Iⅿ

θ = π/4

می دهد، نگاشت (θ = −π/4 (زاویه v = −u به را (θ = π/4 (زاویه y = x شعاعی خط و می کند نگاشت خودش به را |z| = 1 واحد دایره w = 1
z تبدیل :۱۵ .۴ شکل

است. زوایا بازتاب و اندازه ها وارونگی نشان دهنده که

Re

Iⅿ

|w − 0.5| = 0.5

Re

Iⅿ x = 1

می گذرد. مبدا از که می شود، نگاشت w صفحه در |w − 0.5| = 0.5 دایره به z صفحه در Re(z) = 1 عمودی خط :۱۶ .۴ شکل
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

Re

Iⅿ

|w| = 0.5 Re

Iⅿ

|z| = 2

می شود. نگاشت w صفحه در |w| = 0.5 دایره به z صفحه در |z| = 2 دایره :۱۷ .۴ شکل

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

می شود. نگاشت Im(w) < 0 پایینی نیم صفحه به w = 1
z تبدیل تحت Im(z) > 0 بالایی نیم صفحه :۱۸ .۴ شکل

Re

Iⅿ

Re(w) = 0.5

Re

Iⅿ

|z − 1| = 1

می شود. نگاشت Re(w) = 0.5 به |z − 1| = 1 مرز و می شود، نگاشت Re(w) > 0.5 نیم صفحه به |z − 1| < 1 دیسک :۱۹ .۴ شکل
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

Re

Iⅿ

1−1

.z = −1 و z = 1 :w = 1
z تبدیل ثابت نقاط :۲۰ .۴ شکل

تمرین ها ۸ .۲ .۴

وضوح: برای شده ارائه راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

:z = x + ix = x(1 + i) برای راه حل: بیابید. w = 1
z تحت را y = x خط تصویر (آ)

w = 1
x(1 + i)

= 1 − i

2x
.

خط تصویر، و ،v = −u بنابراین، .v = − 1
2x ،u = 1

2x پس ،w = u + iv کنید فرض

است. v = −u

|z−1| < دیسک1 راه حل: کنید. تعیین w = 1
z تحت را |z−1| < 1 دیسک تصویر (ب)

|z − 1| = 1 مرز می کند. عبور خود مرز روی مبدأ از که است، ۱ شعاع با z = 1 مرکز در

|0.5 − 1| =) z = 0.5 مانند دیسک، داخل نقاط می شود. نگاشت Re(w) = 1
2 خط به

به دیسک بنابراین، .Re(w) = 2 > 1
2 با می شوند، نگاشت w = 2 به ،(0.5 < 1

می شود. نگاشت Re(w) > 1
2 نیم نهار
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w = 1
z تبدیل ۲ .۴

برای راه حل: می کند. نگاشت خودش به را حقیقی محور w = 1
z که دهید نشان (ج)

:x 6= 0 ،x ∈ R ،z = x + 0i

w = 1
x

,

به z = ∞ و w = ∞ به z = 0 گسترش یافته، مختلط صفحه در است. حقیقی که

به حقیقی محور بنابراین، گسترش یافته. حقیقی محور روی دو هر می شود، نگاشت w = 0
می شود. نگاشت خودش

:y 6= 0 ،y ∈ R ،z = iy برای راه حل: بیابید. w = 1
z تحت را موهومی محور تصویر (د)

w = 1
iy

= −i
1
y

,

هر می شود، نگاشت w = 0 به z = ∞ و ،w = ∞ ،z = 0 در است. موهومی کاملا که

می شود. نگاشت خودش به موهومی محور بنابراین، گسترش یافته. موهومی محور روی دو

دشوارتر تمرین های ۹ .۲ .۴

عبور مبدأ از که خطوطی به را می کنند عبور مبدأ از که دایره هایی w = 1
z که کنید ثابت (آ)

می کند. نگاشت نمی کنند

بیابید. w = 1
z تحت را اول) (چهارم {z | Re(z) > 0, Im(z) > 0} منطقة تصویر (ب)

۳۳۰



w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

تعریف ۱ .۳ .۴

می شود: تعریف زیر صورت به تبدیل

w = 1
z

,

به که نگاشت، این است. مختلط صفحه در آن تصویر w و است مختلط متغیر یک z آن در که

z = ∞ و w = ∞ به را z = 0 است، نشده تعریف z = 0 در می شود، شناخته برگشت عنوان

مورد یک تبدیل، این می کند. نگاشت C ∪ {∞} گسترش یافته مختلط صفحه در w = 0 به را

می شود. مشخص خود عمیق هندسی اثرات و سادگی با که است، موبیوس تبدیلات از خاص

اصلی ویژگی های ۲ .۳ .۴

اهمیت حائز مختلط تحلیل در آن نقش در که است اساسی ویژگی چندین دارای w = 1
z تبدیل

هستند:

،θ = arg z و r = |z| آن در که ،z = reiθ مختلط عدد یک برای انعکاس: و برگشت (آ)

به: تبدیل

w = 1
r
e−iθ

می دهد. انعکاس −θ به θ از را آرگمان و برمی گرداند 1
r به r از را اندازه امر این می شود.

مختلط) صفحه در دایره ها یا (خطوط عمومی دایره های تبدیل، هندسی: شکل های نگاشت (ب)
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w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

می کند: نگاشت عمومی دایره های به را

می شوند. نگاشت می کنند عبور مبدأ از که دایره هایی به نمی کنند، عبور مبدأ از که خطوطی •

نگاشت نمی کنند عبور مبدأ از که دیگری دایره های به نمی کنند، عبور مبدأ از که دایره هایی •

می شوند.

نگاشت می کنند عبور مبدأ از که دیگری خطوط به می کنند، عبور مبدأ از که خطوطی •

می شوند.

می شوند. نگاشت نمی کنند عبور مبدأ از که خطوطی به می کنند، عبور مبدأ از که دایره هایی •

می شود. ناشی موبیوس تبدیلات توسط عمومی دایره های حفظ از ویژگی این

است شده تعریف که نقاطی همه در را زوایا یعنی است، همدیس تبدیل بودن: همدیس (ج)

آن: مشتق می کند. حفظ (z 6= 0)

dw

dz
= − 1

z2 6= 0 برای z 6= 0,

می کند. تضمین را زاویه حفظ که

می شود، z2 = 1 به منجر ،z = 1
z یعنی می کنند، برآورده را w = z که نقاطی ثابت: نقاط (د)

هستند. تبدیل ثابت نقاط این .z = ±1 بنابراین

می کند: نگاشت زیر صورت به را خاص مناطق تبدیل مناطق: نگاشت (ه)

.(Im(w) < 0) پایین نصف النهار به (Im(z) > 0) بالا نصف النهار •

بالعکس. و ،(|w| > 1) آن خارج به (|z| < 1) واحد دیسک داخل •
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w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

.w = z̄ همزادساز: طریق از خودش به (|z| = 1) واحد دایرة •

هندسی تفسیر ۳ .۳ .۴

می دهد. انعکاس حقیقی محور از را آن ها و برمی گرداند واحد دایرة به نسبت را نقاط w = 1
z تبدیل

داریم: ،z = x + iy برای

w = x − iy

x2 + y2 .

بالعکس، و می شوند، نگاشت (|w| > 1) آن از خارج نقاط به (|z| < 1) واحد دایره داخل نقاط

می شوند. نگاشت خودشان به همزادساز طریق از (|z| = 1) واحد دایرة روی نقاط که حالی در

خیر. یا می کنند عبور مبدأ از آیا اینکه به بسته می شوند، تبدیل دایره ها یا خطوط به دایره ها و خطوط

نگاشت برای کلی روش ۴ .۳ .۴

حاصل معادلة و کنید جایگذاری را z = 1
w خط، یک یا |z −z0| = r دایره یک تصویر یافتن برای

و w0 = z̄0
|z0|2−r2 مرکز با دایره یک تصویر ،(|z0| 6= r) نکند عبور مبدأ از دایره اگر کنید. حل را

است. خط یک تصویر کند، عبور مبدأ از دایره اگر است. R = r
|z0|2−r2 شعاع

گویا مثال های ۵ .۳ .۴

می دهند: نشان را تبدیل رفتار زیر مثال های

که می شود، نگاشت |w − 0.5| = 0.5 دایره به z = 1 + iy خط :x = 1 عمودی خط (آ)

می کند. عبور مبدأ از
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w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

است. متمرکز مبدأ در که می شود، نگاشت |w| = 1
2 دایره به :|z| = 2 دایره (ب)

.(w = z̄) می شود نگاشت خودش به همزادساز طریق از :|z| = 1 واحد دایره (ج)

مبدأ از که می شود، نگاشت 1
3 شعاع و w = 2

3 مرکز با دایره ای به :|z − 2| = 1 دایره (د)

نمی کند. عبور

نتایج و کاربردها ۶ .۳ .۴

است: کلیدی حوزه چندین در w = 1
z تبدیل

ساده تر، دامنه های به پیچیده دامنه های نگاشت با را مرزی مقدار مسائل لاپلاس: معادلة •

می کند. ساده آن، داخل به دیسک خارج تبدیل مانند

استفاده استوانه ای یا کروی تقارن با رساناها برای تصاویر روش در الکترواستاتیک: •

می شود.

مدل سازی جریان دامنه های شکل تغییر با را موانع حول سیالات جریان سیالات: دینامیک •

می کند. حفظ را کلیدی فیزیکی ویژگی های که حالی در می کند،

،c = 1 ،b = 1 ،a = 0 ضرایب با موبیوس تبدیل یک w = 1
z که است این کلیدی نتیجة یک

است. ترکیب قابل موبیوس تبدیلات دیگر با و می کند حفظ را متقاطع نسبت های که است، d = 0
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w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

تاریخی زمینه ۷ .۳ .۴

قرن در موبیوس فردیناند اوگست توسط که است، موبیوس تبدیلات از خاص مورد یک w = 1
z تبدیل

در هندسی تغییرات درک برای چارچوبی و داد تعمیم را خطی تبدیلات او کارهای شد. معرفی نوزدهم

کوشی گوستین‑لویی آ و ریمان برنهارد مانند ریاضیدانانی مشارکت های کرد. فراهم مختلط صفحه

کرد. تثبیت مختلط تحلیل در را آن اهمیت

شهود ۸ .۳ .۴

شکل تغییر w = 1
z تبدیل توسط که کنید تصور انعطاف پذیر بوم یک صورت به را مختلط صفحة

می شوند، پرتاب (w = 2 (مانند بزرگ فواصل به (z = 0.5 (مانند مبدأ به نزدیک نقاط می یابد.

مستقیم، خطوط می شوند. کشیده (w = 0.5 (مانند نزدیک (z = 2 (مانند دور نقاط که حالی در

مانند دایره هایی که حالی در می شوند، خم |w − 0.5| = 0.5 مانند دایره هایی به ،x = 1 مانند

انعکاس حقیقی محور از واحد دایره می شوند. تبدیل |w| = 1
2 مانند کوچکتر دایره های به |z| = 2

برای تبدیل توانایی پویا شکل تغییر این می شود. نگاشت w = e−iθ به که z = eiθ با می یابد،

می دهد. نشان را بالعکس و منحنی ها به خطی مسیرهای تبدیل
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w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

Re

Iⅿ

θ = −π/4

1−1 Re

Iⅿ

θ = π/4

1−1

می دهد، نگاشت (θ = −π/4 (زاویه v = −u به را (θ = π/4 (زاویه y = x شعاعی خط و می کند نگاشت خودش به را |z| = 1 واحد دایره w = 1
z تبدیل :۲۱ .۴ شکل

شده اند. نشانه گذاری z = ±1 در ثابت نقاط می دهد. نشان را بازتاب و وارونگی که

Re

Iⅿ

|w − 0.5| = 0.5

Re

Iⅿ x = 1

تبدیل دایره به نمی گذرند مبدا از که خطوطی چگونه می دهد نشان و می گذرد، مبدا از که می شود، نگاشت |w − 0.5| = 0.5 دایره به Re(z) = 1 عمودی خط :۲۲ .۴ شکل
می شوند.

۳۳۶



w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

Re

Iⅿ

|w| = 0.5 Re

Iⅿ

|z| = 2

می مانند. باقی دایره به مبدا از گذرنده دایره های چگونه می دهد نشان که می شود، نگاشت |w| = 0.5 دایره به |z| = 2 دایره :۲۳ .۴ شکل

Re

Iⅿ

Re(w) = 0.5

Re

Iⅿ

|z − 1| = 1

می شوند. تبدیل خطوط به مبدا از گذرنده دایره های چگونه می دهد نشان که می شود، نگاشت Re(w) = 0.5 خط به می گذرد، مبدا از که ،|z − 1| = 1 دایره :۲۴ .۴ شکل

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

می دهد. نشان را ناحیه نگاشت که می شود، نگاشت Im(w) < 0 پایینی نیم صفحه به Im(z) > 0 بالایی نیم صفحه :۲۵ .۴ شکل
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w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

Re

Iⅿ

v = 0

v = −u

π/4
Re

Iⅿ

y = 0

y = x

π/4

زاویه. همان با می دهد، نگاشت v = −u و حقیقی محور به را آن ها و می کند حفظ را y = x خط و حقیقی محور بین π/4 زاویه تبدیل هم نگاری: :۲۶ .۴ شکل
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w = 1
z توسط نگاشت ها ۳ .۴

تمرین ها ۹ .۳ .۴

وضوح: برای شده ارائه راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

:z = x + ix = x(1 + i) برای راه حل: بیابید. w = 1
z تحت را y = x خط تصویر (آ)

w = 1
x(1 + i)

= 1 − i

2x
.

خط تصویر، و ،v = −u بنابراین، .v = − 1
2x ،u = 1

2x پس ،w = u + iv کنید فرض

است. v = −u

|z−1| < دیسک1 راه حل: کنید. تعیین w = 1
z تحت را |z−1| < 1 دیسک تصویر (ب)

|z − 1| = 1 مرز می کند. عبور خود مرز روی مبدأ از که است، ۱ شعاع با z = 1 مرکز در

|0.5 − 1| =) z = 0.5 مانند دیسک، داخل نقاط می شود. نگاشت Re(w) = 1
2 خط به

به دیسک بنابراین، .Re(w) = 2 > 1
2 با می شوند، نگاشت w = 2 به ،(0.5 < 1

می شود. نگاشت Re(w) > 1
2 نیم نهار

برای راه حل: می کند. نگاشت خودش به را حقیقی محور w = 1
z که دهید نشان (ج)

:x 6= 0 ،x ∈ R ،z = x + 0i

w = 1
x

,

به z = ∞ و w = ∞ به z = 0 گسترش یافته، مختلط صفحه در است. حقیقی که

به حقیقی محور بنابراین، گسترش یافته. حقیقی محور روی دو هر می شود، نگاشت w = 0
می شود. نگاشت خودش
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کسری خطی تبدیلات ۴ .۴

:y 6= 0 ،y ∈ R ،z = iy برای راه حل: بیابید. w = 1
z تحت را موهومی محور تصویر (د)

w = 1
iy

= −i
1
y

,

هر می شود، نگاشت w = 0 به z = ∞ و ،w = ∞ ،z = 0 در است. موهومی کاملا که

می شود. نگاشت خودش به موهومی محور بنابراین، گسترش یافته. موهومی محور روی دو

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۳ .۴

عبور مبدأ از که خطوطی به را می کنند عبور مبدأ از که دایره هایی w = 1
z که کنید ثابت (آ)

می کند. نگاشت نمی کنند

بیابید. w = 1
z تحت را اول) (چهارم {z | Re(z) > 0, Im(z) > 0} منطقة تصویر (ب)

کسری خطی تبدیلات ۴ .۴

تعریف ۱ .۴ .۴

است: زیر شکل به تابعی موبیوس، تبدیل یا کسری، خطی تبدیل

w = f (z) = az + b

cz + d
,

نباشد ثابت تابع که می کند تضمین ad − bc 6= 0 مشخص کننده شرط و ،a, b, c, d ∈ C آن در که

می کند، نگاشت خود به را C∪{∞} گسترش یافته مختلط صفحه تبدیل، این باشد. معکوس پذیر و
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کسری خطی تبدیلات ۴ .۴

می شود. نگاشت a
c به که z = ∞ و می شود نگاشت بی نهایت به که (c 6= 0 (اگر z = −d

c با

اصلی ویژگی های ۲ .۴ .۴

ضروری مختلط تحلیل در را آن ها که هستند اساسی ویژگی چندین دارای کسری خطی تبدیلات

می سازند:

f (z) = برای است. دیگر کسری خطی تبدیل یک کسری، خطی تبدیل دو ترکیب ترکیب: (آ)

است: زیر صورت به g(f (z)) ترکیب ،g(z) = pz+q
rz+s و az+b

cz+d

g(f (z)) =
p
(

az+b
cz+d

)
+ q

r
(

az+b
cz+d

)
+ s

= (pa + qc)z + (pb + qd)
(ra + sc)z + (rb + sd)

,

.ps − qr 6= 0 و ad − bc 6= 0 اگر AD − BC 6= 0 با است، Az+B
Cz+D شکل از که

تبدیل یک نیز آن معکوس و است، معکوس پذیر کسری خطی تبدیل هر معکوس پذیری: (ب)

:z برای w = az+b
cz+d حل ،f (z) = az+b

cz+d برای است. کسری خطی

w(cz + d) = az + b =⇒ cwz + dw = az + b =⇒

z(cw − a) = b − dw =⇒ z = b − dw

cw − a
= −dw + b

cw − a
,

است. دیگر کسری خطی تبدیل یک که

در دایره ها یا (خطوط عمومی دایره های کسری، خطی تبدیلات عمومی: دایره های نگاشت (ج)

|z − z0| = r دایره یک می کنند. نگاشت دیگر عمومی دایره های به را مختلط) صفحه

نگاشت w = az+b
cz+d تحت دیگر خط یا دایره یک به Re(Az + Bz̄ + C) = 0 خط یا
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کسری خطی تبدیلات ۴ .۴

می کند. حفظ را دوم درجه معادلات که کسری شکل دلیل به می شود،

است صفر غیر مشتق که نقاطی در را زوایا یعنی هستند، همدیس تبدیلات این همدیسی: (د)

است: زیر صورت به مشتق می کنند. حفظ

f ′(z) = a(cz + d) − c(az + b)
(cz + d)2 = ad − bc

(cz + d)2 ,

است. صفر غیر دارد، قطب f (z) که جایی ،(c 6= 0 (اگر z = −d
c در جز که

به: منجر که می کنند، برآورده را f (z) = z که هستند نقاطی ثابت، نقاط ثابت: نقاط (ه)

az + b

cz + d
= z =⇒ az + b = cz2 + dz =⇒ cz2 + (d − a)z − b = 0.

هویت تبدیل که ،d = a و c = 0 اینکه مگر دارد، جواب دو حداکثر دوم درجه معادله این

می دهد. دست به را

تعریف زیر صورت به که ،z1, z2, z3, z4 نقطه چهار متقاطع نسبت متقاطع: نسبت حفظ (و)

می شود:

(z1, z2; z3, z4) = (z1 − z3)(z2 − z4)
(z1 − z4)(z2 − z3)

,

.(f (z1), f (z2); f (z3), f (z4)) = (z1, z2; z3, z4) یعنی می شود، حفظ کسری خطی تبدیلات تحت

هندسی تفسیر ۳ .۴ .۴

z 7→) انتقال کرد: تجسم ساده تر عملیات از ترکیبی صورت به می توان را کسری خطی تبدیلات

w = 1
z تبدیل مثال، برای .(z 7→ 1

z) برگشت و ،(z 7→ az) مقیاس بندی و چرخش ،(z + b
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کسری خطی تبدیلات ۴ .۴

و برمی گرداند واحد دایره به نسبت را نقاط (a = 0, b = 1, c = 1, d = 0 با خاصی (مورد

نقطه سه هر می تواند کسری خطی تبدیل هر کلی، طور به می دهد. انعکاس حقیقی محور از را آن ها

برای را آن ویژگی این که کند، نگاشت گسترش یافته مختلط صفحه در دیگر نقطه سه هر به را متمایز

می سازد. قدرتمند بسیار هندسی نگاشت های

گویا مثال های ۴ .۴ .۴

می دهند: نشان را کسری خطی تبدیلات رفتار زیر مثال های

.|a| < 1 آن در که ،f (z) = eiθ z−a
1−āz بگیرید نظر در خودش: به واحد دیسک نگاشت (آ)

w = 0 به که z = a با می کند، نگاشت خودش به را |z| < 1 واحد دیسک تبدیل این

:θ = 0, a = 0.5 اگر مثال، برای می شود. نگاشت

f (z) = z − 0.5
1 − 0.5z

.

به حاشیه می کند تأیید که ،f (1) = 1−0.5
1−0.5 = 1 ،z = 1 در f؛ (0) = −0.5 ،z = 0 در

می شود. نگاشت خودش

Im(z) >) بالا نصف النهار w = z−i
z+i تبدیل واحد: دیسک به بالا نصف النهار نگاشت (ب)

:z = x + iy, y > 0 برای می کند. نگاشت (|w| < 1) واحد دیسک به را (0

w = x + iy − i

x + iy + i
= x + i(y − 1)

x + i(y + 1)
.
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محاسبه:

|w|2 = x2 + (y − 1)2

x2 + (y + 1)2 = x2 + y2 − 2y + 1
x2 + y2 + 2y + 1

< 1,

.y > 0 زیرا

کنید: پیدا را ثابت نقاط ،f (z) = z+1
z−1 برای ثابت: نقاط (ج)

z + 1
z − 1

= z =⇒ z + 1 = z(z − 1) =⇒ z + 1 = z2 − z =⇒

z2 − 2z − 1 = 0 =⇒ z = 1 ±
√

2.

:w = z−i
z+i تحت .z = 1 + iy یعنی ،Re(z) = 1 خط خط: یک نگاشت (د)

w = (1 + iy) − i

(1 + iy) + i
= 1 + i(y − 1)

1 + i(y + 1)
.

:|w| محاسبه

|w|2 = 1 + (y − 1)2

1 + (y + 1)2 = 1 + y2 − 2y + 1
1 + y2 + 2y + 1

= y2 − 2y + 2
y2 + 2y + 2

.

است. واحد دایره تصویر، که می دهد نشان (y = 0, w = 1 (مانند نقاط آزمایش

نتایج و کاربردها ۵ .۴ .۴

هستند: کلیدی حوزه چندین در کسری خطی تبدیلات

ساده تر، دامنه های به پیچیده دامنه های نگاشت با را مرزی مقدار مسائل همدیس: نگاشت •

می کنند. ساده فیزیک، در لاپلاس معادله حل برای دیسک به نصف النهار تبدیل مانند
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هندسه های با رساناها برای پتانسیل ها محاسبه برای تصاویر روش در الکترواستاتیک: •

می شوند. استفاده خاص

شکل تغییر طریق از جریان، ویژگی های حفظ با را سیالات جریان سیالات: دینامیک •

می کنند. مدل سازی دامنه ها،

متقاطع نسبت های که می کنند، نمایندگی را مختلط پروژکتیو خط تبدیلات پروژکتیو: هندسه •

می کنند. حفظ را

نقطه سه تصویر توسط فرد به منحصر طور به کسری خطی تبدیل هر که است این کلیدی نتیجه یک

کره خودمختاری های گروه آن ها این، بر علاوه متقاطع. نسبت حفظ دلیل به می شود، تعیین متمایز

است. مختلط هندسه در اساسی مفهومی که می دهند، تشکیل را ریمان

تاریخی زمینه ۶ .۴ .۴

پایه بر که شدند، رسمی نوزدهم قرن در موبیوس فردیناند اوگست توسط کسری خطی تبدیلات

مشارکت های بود. شده بنا خاص نگاشت های در لاگرانژ ژوزف‑لویی و اویلر لئونارد قبلی کارهای

درک در ویژه به را، آن ها اهمیت مختلط، تحلیل توسعه در ریمان برنهارد و کوشی گوستین‑لویی آ

کرد. تثبیت گسترش یافته، مختلط صفحه هندسه و همدیس نگاشت های

شهود ۷ .۴ .۴

w = az+b
cz+d کسری خطی تبدیل توسط که کنید تصور انعطاف پذیر بوم یک صورت به را مختلط صفحه

و کند، برعکس یا کند جابجا بچرخاند، بکشد، را صفحه می تواند تبدیل این می یابد. شکل تغییر
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را بالا نصف النهار w = z−i
z+i تبدیل مثال، برای کند. نگاشت دیگر نقطه سه هر به را نقطه سه هر

تبدیل محدود دایره یک به را حقیقی محور بالای بی نهایت فضای و می کند، فشرده واحد دیسک به

اما شوند، کوچک یا کشیده است ممکن دایره ها و شوند، خم دایره ها به است ممکن خطوط می کند.

خاص، نقاط نگاشت در تبدیل توانایی می کند. ایجاد اشکال از پویا تعاملی که می شوند، حفظ زوایا

تنظیم مانند می کند، فراهم را هندسی پیکربندی های دقیق کنترل امکان ،w = 0 به z = i مانند

کلیدی. نقاط هم ترازی برای نقشه یک مجدد

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

به Im(z) = 1 خط و می شود، نگاشت واحد دایره به حقیقی محور می کند. نگاشت |w| < 1 واحد دیسک به را Im(z) > 0 بالایی نیم صفحه w = z−i
z+i تبدیل :۲۷ .۴ شکل

می شود. نگاشت |w − 0.5| = 0.5 دایره

Re

Iⅿ

|w − 0.5| = 0.5

Re

Iⅿ x = 1

می شوند. نگاشت دایره ها به خطوط چگونه می دهد نشان که می شود، نگاشت |w − 0.5| = 0.5 دایره به Re(z) = 1 عمودی خط ،w = 1
z تبدیل تحت :۲۸ .۴ شکل

۳۴۶



کسری خطی تبدیلات ۴ .۴

Re

Iⅿ

|w| = 0.5 Re

Iⅿ

|z| = 2

می دهد. نشان را دایره به دایره نگاشت که می شود، نگاشت |w| = 0.5 دایره به w = 1
z تبدیل تحت |z| = 2 دایره :۲۹ .۴ شکل

Re

Iⅿ

π/2

Re

Iⅿ

y = 0

x = 0

π/2

می دهد. نگاشت w = −1 در حقیقی محور و واحد دایره به و می کند حفظ z = 0 در را موهومی و حقیقی محورهای بین π/2 زاویه w = z−i
z+i تبدیل هم نگاری: :۳۰ .۴ شکل

Re

Iⅿ

1−1

.f(z) = z که جایی ،z = ±1 در w = 1
z تبدیل ثابت نقاط :۳۱ .۴ شکل
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Re

Iⅿ

0
−1

1−i
1+i

Re

Iⅿ

i

0 1

می کنند. تعیین را نگاشت نقطه سه چگونه می دهد نشان که می کند، نگاشت w = 0, −1, 1−i
1+i به ترتیب به را z = i, 0, 1 نقاط w = z−i

z+i تبدیل :۳۲ .۴ شکل

تمرین ها ۸ .۴ .۴

ارائه شده: راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

z3 = i و ،w2 = i به را z2 = 1 ،w1 = 1 به را z1 = 0 که کسری خطی تبدیل یافتن (آ)

شرایط: از استفاده با .f (z) = az+b
cz+d کنید فرض راه حل: کند. نگاشت w3 = 0 به را

f (0) = b

d
= 1 =⇒ b = d,

f (i) = ai + b

ci + d
= 0 =⇒ ai + b = 0 =⇒ b = −ai,

f (1) = a + b

c + d
= i.
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سوم: شرط در جایگذاری .d = −ai داریم ،b = −ai و b = d از

a − ai

c − ai
= i =⇒ a(1 − i) = i(c − ai) =⇒ a − ai = ic − ai2 =⇒

a − ai = ic + a =⇒ a − ic − ai − a = 0 =⇒ c = a
1 − i

i
.

بنابراین: .d = −i ،b = −i ،c = −1 + i پس ،a = 1 کنید فرض

f (z) = z − i

(−1 + i)z − i
.

:i در مخرج و صورت ضرب با ساده سازی

f (z) = i(z − i)
i(−1 + i)z − i2 = iz + 1

(1 + i)z + 1
.

.f (1) = i+1
1+i+1 = i ،f (i) = i+i+1

(1+i)i+1 = i+1
i+i+1 = 0 ،f (0) = 1

1 = 1 بررسی:

:x ∈ R ،z = x برای راه حل: کنید. تعیین w = z−i
z+i تحت را حقیقی محور تصویر (ب)

w = x − i

x + i
.

محاسبه:

|w| =
∣∣∣∣∣∣
x − i

x + i

∣∣∣∣∣∣ =
√

x2 + 1√
x2 + 1

= 1.

می شود. نگاشت |w| = 1 واحد دایره به حقیقی محور بنابراین،
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:2z+3
z−1 = z حل راه حل: کنید. پیدا را f (z) = 2z+3

z−1 ثابت نقاط (ج)

2z+3 = z(z−1) =⇒ 2z+3 = z2−z =⇒ z2−3z−3 = 0 =⇒ z = 3 ±
√

9 + 12
2

= 3 ±
√

21
2

.

دشوارتر تمرین های ۹ .۴ .۴

چرخش، انتقال، از ترکیبی صورت به می توان را کسری خطی تبدیل هر که کنید ثابت (آ)

داد. نمایش برگشت و مقیاس بندی،

به را i و کند نگاشت واحد دیسک به را بالا نصف النهار که کنید پیدا کسری ای خطی تبدیل (ب)

بفرستد. ۰

ضمنی شکل یک ۵ .۴

تعریف ۱ .۵ .۴

می شود: توصیف زیر شکل به معادله ای توسط w = f (z) ضمنی تابع یک مختلط، تحلیل در

F (z, w) = 0,

می کند. نگاشت C به C × C مختلط صفحه از که است تابعی F : C × C → C آن در که

w و z بین رابطه بلکه نمی شود؛ بیان z از تابعی عنوان به مستقیم طور به w صریح، توابع برخلاف

عنوان به را w معادله، این که است شرایطی تعیین اصلی، چالش است. شده داده ضمنی صورت به

کند. تعریف z از مشتق گیری) قابل (مختلط هولومورف تابع یک
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ضمنی تابع قضیه ۲ .۵ .۴

،F (z0, w0) = 0 اگر که می کند بیان قضیه این است. مرکزی توابع این فهم برای ضمنی تابع قضیه
∂F
∂w(z0, w0) 6= 0 جزئی مشتق و باشد، هولومورف (z0, w0) نزدیکی در w و z متغیر دو هر در F

و g(z0) = w0 که دارد وجود z0 نزدیکی در g(z) فرد به منحصر هولومورف تابع یک آنگاه باشد،

است: زیر صورت به تابع این مشتق نزدیکی. آن در z همه برای F (z, g(z)) = 0

g′(z) = −
∂F
∂z (z, g(z))
∂F
∂w(z, g(z))

,

عنوان به می توانند ضمنی توابع که می دهد اطمینان قضیه این نباشد. صفر مخرج اینکه فرض با

فراهم را مختلط تحلیل ابزارهای از استفاده امکان که شوند، گرفته نظر در هولومورف نگاشت های

می کند.

اصلی ویژگی های ۳ .۵ .۴

هستند: متعددی ویژگی های دارای ضمنی توابع

هولومورف(در ندارد، وجود شاخه برش های که دامنه ای در تابع از شاخه هر بودن: تحلیلی (آ)

است. باشد) تحلیلی و پذیر مشتق اش دامنه از نقطه هر

توابع و ،(ew = z) لگاریتم ،(w2 = z) دوم ریشه مانند توابعی بودن: چندمقداری (ب)

تک مقداری برای شاخه برش های به نیاز و هستند چندمقداری (sin w = z) مثلثاتی معکوس

دارند. شدن

نقض آن ها در قضیه که هستند شاخه نقاط ،∂F
∂w = 0 آن ها در که نقاطی شاخه: نقاط (ج)
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می شود.

می کنند. حفظ را زوایا و هستند همدیس ،∂F
∂w 6= 0 که نقاطی در توابع این همدیسی: (د)

هندسی تفسیر ۴ .۵ .۴

مدیریت برای هندسی چارچوب که کرد، تجسم ریمان سطوح از استفاده با می توان را ضمنی توابع

تعریف را w =
√

z تابع w2 − z = 0 معادله مثال، برای می کنند. فراهم چندمقداری توابع

شاخه نقطه در که است صفحه دو شامل تابع این برای ریمان سطح است. چندمقداری که می کند،

می کند. فراهم را شاخه ها بین پیوسته انتقال امکان و شده اند، متصل هم به z = 0

گویا مثال های ۵ .۵ .۴

می دهند: نشان را کلیدی مفاهیم زیر مثال های

می دهد، را w =
√

z ،w برای حل ،F (z, w) = w2 − z برای دوم: ریشه تابع (آ)

را بودن تک مقداری منفی، حقیقی محور امتداد در شاخه برش یک است. چندمقداری که

می کند. تضمین

که می دهد، را w = log z ،w برای حل ،F (z, w) = ew − z برای لگاریتم: تابع (ب)

برطرف را چندمقداری این بی نهایت، صفحات با ریمان سطح است. چندمقداری بی نهایت

می کند.

را w = sin−1 z ،w برای حل ،F (z, w) = sin w − z برای مثلثاتی: معکوس توابع (ج)

است. چندمقداری تناوب دلیل به که می دهد،
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است، ∂F
∂w = 3w2 − 3 جزئی مشتق ،F (z, w) = w3 − 3w + z برای مکعبی: معادله (د)

می دهد. نشان را شاخه نقاط و می شود، صفر w = ±1 در که

نتایج و کاربردها ۶ .۵ .۴

دارند: مهمی کاربردهای ضمنی توابع

مدیریت را مثلثاتی معکوس توابع و لگاریتم دوم، ریشه مانند توابعی آنها چندمقداری: توابع •

می کنند.

حل نزدیکی در راه حل ها تحلیل با ندارند، صریح راه حل که را معادلاتی آنها معادلات: حل •

می کنند.

که می کنند فراهم را همدیس نگاشت های است، برقرار شرایط وقتی همدیس: نگاشت های •

می کنند. حفظ را زوایا

توابع هندسی فهم برای که می کنند تعریف را ریمان سطوح ضمنی معادلات ریمان: سطوح •

هستند. حیاتی چندمقداری

الکتریکی میدان های و سیال جریان مانند پدیده هایی مدل سازی در آنها مهندسی: و فیزیک •

می شوند. استفاده

تضمین را هولومورف نگاشت های محلی وجود ضمنی تابع قضیه که است این کلیدی نتیجه یک

می کند. فراهم ضمنی توابع تحلیل برای پایه ای که می کند،
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تاریخی زمینه ۷ .۵ .۴

به ریمان برنهارد مانند ریاضیدانانی توسط و گرفت سرچشمه حقیقی تحلیل در ضمنی تابع قضیه

کرد. معرفی چندمقداری توابع مدیریت برای را ریمان سطوح که یافت، گسترش مختلط تحلیل

شهود ۸ .۵ .۴

نقاط در و گرفته اند قرار مختلط صفحه روی که کنید تصور صفحه چندین عنوان به را ریمان سطح

امکان که می شوند، متصل هم به z = 0 در صفحه دو ،w =
√

z برای شده اند. متصل هم به شاخه

است بی نهایت مارپیچ یک سطح ،w = log z برای می کند. فراهم را شاخه ها بین پیوسته انتقال

می شود. مربوط لگاریتم شاخه یک به صفحه هر که

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

را r شعاع با دایره های و می کند، نگاشت w صفحه در θ/2 زاویه با شعاعی خطوط به را z صفحه در θ زوایای با شعاعی خطوط اصلی) (شاخه w =
√

z تبدیل :۳۳ .۴ شکل
می دهد. نگاشت

√
r شعاع با دایره های به
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Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

نگاشت w صفحه در |w| = 1 واحد دایره یک به w =
√

z تبدیل تحت خط چین) سپس ممتد خط (ابتدا می شود پیمایش z صفحه در بار دو که |z| = 1 دایره :۳۴ .۴ شکل
می دهد. نشان را z = 0 در انشعاب نقطه که می شود،
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Re

Iⅿ
π/2

√
2

Re

Iⅿ

π/2

2

نگاشت w =
√

2 در u =
√

2 خط و حقیقی محور به و می کند حفظ z = 2 در را x = 2 خط و حقیقی محور بین π/2 زاویه w =
√

z تبدیل هم نگاری: :۳۵ .۴ شکل
می دهد.

تمرین ها ۹ .۵ .۴

شده: ارائه راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

F (z, w) = بگذارید راه حل: بیابید. را w2 − z = 0 توسط شده تعریف تابع مشتق (آ)

کنید: محاسبه .w2 − z = 0

∂F

∂w
= 2w,

∂F

∂z
= −1.

آنگاه: ،w 6= 0 اگر
dw

dz
= −−1

2w
= 1

2w
= 1

2
√

z
,

است. سازگار w =
√

z مشتق با که

بگذارید راه حل: کنید. تعیین را ew − z = 0 توسط شده تعریف تابع مشتق (ب)

کنید: محاسبه .F (z, w) = ew − z = 0

∂F

∂w
= ew,

∂F

∂z
= −1.

۳۵۶



ضمنی شکل یک ۵ .۴

:z 6= 0 فرض با و ،ew = z که آنجا از

dw

dz
= −−1

ew
= 1

ew
= 1

z
,

است. سازگار w = log z مشتق با که

F (z, w) = بگذارید راه حل: بیابید. را sin w−z = 0 توسط شده تعریف تابع مشتق (ج)

کنید: محاسبه .sin w − z = 0

∂F

∂w
= cos w,

∂F

∂z
= −1.

:cos w 6= 0 اگر

dw

dz
= − −1

cos w
= 1

cos w
= 1√

1 − z2 ,

مناسب. شاخه انتخاب با است، سازگار w = sin−1 z مشتق با که

تعریف هولومورف تابع یک محلی صورت به w3 − 3w + z = 0 که کنید تأیید (د)

کنید: محاسبه .F (z, w) = w3 − 3w + z = 0 بگذارید راه حل: می کند.

∂F

∂w
= 3w2 − 3,

∂F

∂z
= 1.

هولومورف تابع یک وجود قضیه و ،∂F
∂w 6= 0 آنگاه ،w 6= ±1 یعنی ،3w2 − 3 6= 0 اگر

مشتق: با محلی صورت به را w = g(z)

g′(z) = − 1
3w2 − 3

= 1
3(1 − w2)
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بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

می کند. تضمین

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۵ .۴

تعریف w = g(z) هولومورف تابع یک نمی تواند w4 − w2 + z = 0 معادله که را نقاطی (آ)

کنید. شناسایی را نقاط این ماهیت و کنید تعیین کند،

توصیف را آن شاخه نقاط و بیابید را w2 − sin z = 0 ضمنی معادله با مرتبط ریمان سطح (ب)

کنید.

بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

تعریف ۱ .۶ .۴

می شود: تعریف زیر صورت به بالایی نیمه صفحه

H = {z ∈ C | Im(z) > 0}.

دیسک مانند دیگر، دامنه های به را H که هستند همدیس تبدیلات بالایی، نیمه صفحه نگاشت های

کسری خطی تبدیلات می کنند. حفظ را H یا می دهند نگاشت ،D = {w ∈ C | |w| < 1} واحد

شکل: به که هستند اصلی

w = az + b

cz + d
,

۳۵۸



بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

است: کایلی تبدیل کلیدی، مثال یک .ad − bc 6= 0 و a, b, c, d ∈ C آن در که هستند،

w = z − i

z + i
,

می دهد. نگاشت D به را H که

اصلی ویژگی های ۲ .۶ .۴

هستند: متعددی اساسی ویژگی های دارای بالایی نیمه صفحه نگاشت های

برای می کنند. حفظ است، صفر غیر مشتق که نقاطی در را زوایا تبدیلات این همدیسی: (آ)

مشتق: ،w = az+b
cz+d

dw

dz
= ad − bc

(cz + d)2 ,

می کند. تضمین را همدیسی است، صفر غیر ،cz + d 6= 0 که نقاطی در که

با هستند، دوسو (C ∪ {∞}) گسترش یافته مختلط صفحه در تبدیلات این دوسویی: (ب)

کسری. خطی تبدیل یک نیز معکوس

دایره های یا خطوط به را کلی) (دایره های دایره ها و خطوط آن ها کلی: دایره های نگاشت (ج)

نگاشت واحد دایره به اغلب (H (مرز حقیقی محور مثال، برای می کنند. نگاشت دیگر

می شود.

H در نقاط و می دهد نگاشت واحد دایره به را حقیقی محور کایلی، تبدیل مرز: مکاتبات (د)

می فرستد. واحد دیسک داخل به را

آن ها که می کنند، حفظ را لاپلاس معادله راه حل های نگاشت ها این هارمونیک: توابع حفظ (ه)
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بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

می سازد. مفید مرزی مقدار مسائل حل برای را

تبدیل ،ad − bc > 0 و هستند حقیقی a, b, c, d ضرایب وقتی بالایی: نیمه صفحه حفظ (و)

می کند. حفظ را H

کلیدی نگاشت های استخراج ۳ .۶ .۴

بگیرید: نظر در کایلی، تبدیل استخراج برای

w = z − i

z + i
.

:y > 0 با z = x + iy برای

|w| =
∣∣∣∣∣∣
z − i

z + i

∣∣∣∣∣∣ = |z − i|
|z + i|

, |z − i|2 = x2 + (y − 1)2, |z + i|2 = x2 + (y + 1)2.

نگاشت D به H می دهد نشان که ،|w| < 1 بنابراین ،(y − 1)2 < (y + 1)2 ،y > 0 که آنجا از

می شود. نگاشت واحد دایره به که ،|w| = 1 حقیقی)، (محور y = 0 برای می شود.

ad−bc > و حقیقی ضرایب با w = az+b
cz+d بگیرید نظر در می کنند، حفظ Hرا که نگاشت هایی برای

است: زیر صورت به w موهومی بخش .0

Im(w) = (ad − bc)y
|cz + d|2

,

می کند. تضمین را H حفظ که ،ad − bc > 0 اگر است مثبت y > 0 برای که
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بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

گویا مثال های ۴ .۶ .۴

می دهند: نشان را نگاشت ها این رفتار زیر مثال های

تبدیل: کایلی: تبدیل (آ)

w = z − i

z + i
,

می کند: نگاشت w = 0 به را z = i نقطه

w = i − i

i + i
= 0,

:z = x ∈ R برای و

|w| =
∣∣∣∣∣∣
x − i

x + i

∣∣∣∣∣∣ = 1,

می دهد. نگاشت واحد دایره به را حقیقی محور که

می دهد. نگاشت 0 < Im(w) < π نوار به را H ،w = log z تبدیل لگاریتمی: نگاشت (ب)

:0 < θ < π ،z = reiθ برای

w = ln r + iθ,

است. Im(w) = θ ∈ (0, π) که

می دهد. نگاشت اول ربع به را H اصلی)، (شاخه w = z1/2 تبدیل اول: ربع به نگاشت (ج)

:0 < θ < π ،z = reiθ برای

w = r1/2eiθ/2, 0 < θ/2 < π/2.
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بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

:y > 0 ،z = x + iy برای .w = 2z+1
z+1 بگیرید نظر در خودش: به H نگاشت (د)

w = 2(x + iy) + 1
(x + 1) + iy

.

موهومی: بخش

Im(w) = y

(x + 1)2 + y2 > 0,

می کند. تأیید را H حفظ که

نتایج و کاربردها ۵ .۶ .۴

هستند: حیاتی حوزه چندین در بالایی نیمه صفحه نگاشت های

واحد دیسک مانند دامنه هایی به H نگاشت با را مرزی مقدار مسائل آن ها لاپلاس: معادله •

می کند. آسان تر فیزیک در را لاپلاس معادله حل که می کنند، ساده

مرزهای که می شوند، استفاده دوبعدی پتانسیل جریان مدل سازی برای سیالات: دینامیک •

می کنند. تبدیل ساده تر شکل های به را پیچیده

دایره یا حقیقی محور به مرزها نگاشت با را الکتریکی میدان های محاسبه الکترواستاتیک: •

می کنند. تسهیل واحد

هایپربولیک صفحه مطالعه در می کنند، حفظ را H که نگاشت هایی هایپربولیک: هندسه •

هستند. اساسی

(شامل H مرز روی نقطه سه هر می توانند کسری خطی تبدیلات که است این کلیدی نتیجه یک
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بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

متقاطع. نسبت حفظ دلیل به کنند، نگاشت دیگر دامنه مرز روی نقطه سه هر به را بی نهایت)

تاریخی زمینه ۶ .۶ .۴

که ریمان، برنهارد مانند ریاضیدانانی توسط نوزدهم قرن در بالایی نیمه صفحه نگاشت های نظریه

کمک خاص دامنه های نگاشت های به که شوارتز، هرمان و داد، توسعه را همدیس نگاشت نظریه

شد، بنا کوشی گوستین‑لویی آ توسط شده گذاشته پایه های بر که آن ها، کارهای شد. پیشگام کرد،

کرد. تثبیت سیالات دینامیک و پتانسیل نظریه در را تبدیلات این اهمیت

شهود ۷ .۶ .۴

این کایلی تبدیل کنید. تصور حقیقی محور بالای بی نهایت ورق یک عنوان به را بالایی نیمه صفحه

نقاط و می شود تبدیل واحد دایره مرز به حقیقی محور که طوری به می پیچد، واحد دیسک به را ورق

نگاشت w = 0 دیسک مرکز به z = i مثال، برای می شوند. نگاشت دیسک داخل به H در

افقی خطوط به شعاعی خطوط که می کند، باز افقی نوار یک به را H لگاریتمی نگاشت می شود.

در نگاشت ها توانایی نشان دهنده شکل ها تغییر این می شوند. تبدیل عمودی خطوط به دایره ها و

است. ریاضی تحلیل برای پیچیده هندسه های ساده سازی
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بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

Re

Iⅿ

0
−1

−i

i

Re

Iⅿ

i

0 1−1

w = 0, −1, −i, i به ترتیب به z = i, 0, 1, −1 نقاط می کند. نگاشت |w| < 1 واحد دیسک به را Im(z) > 0 بالایی نیم صفحه w = z−i
z+i کیلی تبدیل :۳۶ .۴ شکل

می شود. نگاشت |w| = 1 واحد دایره به حقیقی محور و می شوند، نگاشت

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

دیسک درون |w − 0.2| = 0.2 و |w − 0.5| = 0.5 دایره های به را بالایی نیم صفحه در Im(z) = 2 و Im(z) = 1 افقی خطوط w = z−i
z+i کیلی تبدیل :۳۷ .۴ شکل

می شوند. نگاشت نزدیک تر مرکز به بالاتر خطوط چگونه می دهد نشان که می کند، نگاشت واحد

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

به arctan(1/2) و π/4 زوایای با شعاعی خطوط می کند. نگاشت 0 < Im(w) < π نوار به را Im(z) > 0 بالایی نیم صفحه w = log z لگاریتمی نگاشت :۳۸ .۴ شکل
می شود. نگاشت Re(w) = 0 عمودی خط به |z| = 1 واحد دایره و می شوند، نگاشت arctan(1/2) و Im(w) = π/4 افقی خطوط
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بالایی نیمه صفحه نگاشت های ۶ .۴

تمرین ها ۸ .۶ .۴

شده: ارائه راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

w = 0 به را z = 2i که واحد دیسک به بالایی نیمه صفحه از همدیس نگاشت یافتن (آ)

در که کنید، استفاده w = eiθ z−z0
z−z0

شکل به کسری خطی تبدیل از راه حل: کند. نگاشت

:θ = 0 بگذارید .z0 = 2i آن

w = z − 2i

z + 2i
.

،y > 0 برای و ،|w| = 1 ،z = x ∈ R برای .w = 2i−2i
2i+2i = 0 ،z = 2i در تأیید:

می کند. تأیید را D به نگاشت که ،|w| < 1 بنابراین ،|z − 2i| < |z + 2i|

برای راه حل: کنید. تعیین w = log z تحت را H در x = 1 عمودی خط تصویر (ب)

:y > 0 ،z = 1 + iy

w = log(1 + iy) = ln |1 + iy| + i arg(1 + iy) = ln
√
1 + y2 + i tan−1(y).

Im(w) = tan−1(y) و ،∞ به ۰ از Re(w) = ln
√

1 + y2 ،∞ به 0+ از y تغییر با

است. (∞, π/2) به (0, 0) از منحنی یک تصویر .π/2 به ۰ از

برای راه حل: بیابید. w = z−i
z+i کایلی تبدیل تحت را H در y = x خط تصویر (ج)

:x > 0 ،z = x + ix = x(1 + i)

w = x(1 + i) − i

x(1 + i) + i
= x + ix − i

x + ix + i
.
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w = sin z تبدیل ۷ .۴

:|w| محاسبه

|w| =
√
x2 + (x − 1)2√
x2 + (x + 1)2

=
√

2x2 − 2x + 1√
2x2 + 2x + 1

.

می کند. تقاطع واحد دایره با خاصی نقاط در که است واحد دیسک در دایره یک تصویر

برای راه حل: می کند. نگاشت خودش به را بالایی نیمه صفحه w = 2z+1
z+1 که کنید تأیید (د)

:y > 0 ،z = x + iy

Im(w) = y

(x + 1)2 + y2 > 0,

می کند. تأیید را H حفظ که

دشوارتر تمرین های ۹ .۶ .۴

بیابید. را {w | 0 < Re(w) < 1} نوار به بالایی نیمه صفحه از همدیس نگاشت (آ)

کنید. تعیین w = z−i
z+i کایلی تبدیل تحت را H در |z − i| = 1 دایره تصویر (ب)

w = sin z تبدیل ۷ .۴

تعریف ۱ .۷ .۴

می شود: تعریف زیر صورت به مختلط سینوس تابع
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w = sin z تبدیل ۷ .۴

sin z = eiz − e−iz

2i
,

بیان مستطیلی صورت به را آن می توان جایگزین، طور به .x, y ∈ R با z = x + iy آن در که

کرد:

sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y.

نقاط w = sin z تبدیل است. تحلیلی C مختلط صفحه در جا همه در یعنی است، کلی تابع این

ربع ها یا نیمه صفحه ها به را نوارها اغلب که می دهد، نگاشت w صفحه در نقاط به را z صفحه در

می کند. تبدیل

اصلی ویژگی های ۲ .۷ .۴

مختلط تحلیل در را آن نقش که می دهد نشان را متعددی اساسی ویژگی های w = sin z تبدیل

می کند: برجسته

است: تناوبی 2π دوره با تابع تناوب: (آ)

sin(z + 2π) = sin z همه برای z ∈ C.

می شود. تکرار حقیقی محور در 2π هر نگاشت که می دهد نشان تناوب این
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w = sin z تبدیل ۷ .۴

صورت به مشتق است. همدیس است، صفر غیر مشتق که نقاطی در نگاشت همدیسی: (ب)

است: زیر

d

dz
sin z = cos z,

در جز جا همه در را زوایا w = sin z بنابراین، است. صفر k ∈ Z ،z = π
2 + kπ در که

می کند. حفظ بحرانی نقاط این

w صفحه در خاص مناطق به را z صفحه در عمودی نوارهای تبدیل نوارها: نگاشت (ج)

می کند: نگاشت

{w = u + iv | u ≥ اول ربع به یک به یک صورت به y ≥ 0 ،0 ≤ x ≤ π
2 نوار •

می شود. نگاشت 0, v ≥ 0}

نگاشت {w = u + iv | v > 0} بالایی نیمه صفحه به y > 0 ،−π
2 < x < π

2 نوار •

می شود.

خطوط: نگاشت (د)

نگاشت w صفحه در هذلولی قوس های به ،0 < c < π
2 ،x = c عمودی خطوط •

می شوند: توصیف زیر صورت به که می شوند

u2

sin2 c
− v2

cos2 c
= 1, u > 0, v ≥ 0,
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w = sin z تبدیل ۷ .۴

.±1 در کانون ها با

می شوند: نگاشت بیضوی قوس های به ،d > 0 ،y = d افقی خطوط •

u2

cosh2 d
+ v2

sinh2 d
= 1, u, v ≥ 0,

.±1 در کانون ها با

است: فرد تابع تقارن: (ه)

sin(−z) = − sin z,

می دهد. نشان مبدأ مورد در را نگاشت ها در تقارن که

است، غیرثابت کلی تابع زیرا است، مختلط صفحه کل sin z مقادیر دامنه مقادیر: دامنه (و)

پیکار. کوچک قضیه اساس بر

کلیدی نگاشت های استخراج ۳ .۷ .۴

بگیرید: نظر در اول، ربع به y ≥ 0 ،0 ≤ x ≤ π
2 نوار نگاشت درک برای

w = sin z = sin(x + iy) = sin x cosh y + i cos x sinh y.

و است موهومی کاملا که ،w = sin(iy) = i sinh y بنابراین ،z = iy :x = 0 در مرز •
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w = sin z تبدیل ۷ .۴

می شود. متغیر ∞ تا ۰ از y افزایش با i∞ تا ۰ از

حقیقی که ،w = sin
(

π
2 + iy

)
= cosh y بنابراین ،z = π

2 + iy :x = π
2 در مرز •

می شود. متغیر ∞ تا ۱ از و است

تا ۰ از و است حقیقی که ،w = sin x بنابراین ،0 ≤ x ≤ π
2 ،z = x :y = 0 در مرز •

می شود. متغیر ۱

،v = cos x sinh y > 0 ،u = sin x cosh y > 0 ،y > 0 ،0 < x < π
2 برای داخل: •

می دهد. پوشش را v > 0 ،u > 0 اول ربع که

z1 = z2 + 2kπ معنای به sin z1 = sin z2 که باشید داشته توجه یک، به یک نگاشت تأیید برای

z1 = z2 برای فقط شرایط این ،y ≥ 0 ،0 ≤ x ≤ π
2 نوار در است. z1 = π − z2 + 2kπ یا

می کند. تضمین را تزریق پذیری که است، برقرار

تا −π
2 از x تغییر با را حقیقی اعداد کل u = sin x cosh y :y > 0 ،−π

2 < x < π
2 نوار برای

که ،sinh y > 0 و cos x > 0 زیرا ،v = cos x sinh y > 0 می دهد. پوشش y → ∞ و π
2

می کند. تأیید را v > 0 بالایی نیمه صفحه به نگاشت

گویا مثال های ۴ .۷ .۴

می دهند: نشان را تبدیل رفتار زیر مثال های

:z = π
6 + iy ،x = π

6 بگیرید نظر در عمودی: خط نگاشت (آ)
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w = sin π

6
cosh y + i cos π

6
sinh y = 1

2
cosh y + i

√
3

2
sinh y.

می کند: ترسیم را هذلولی قوس یک این

u2
(

1
2

)2 − v2
(√

3
2

)2 = cosh2 y − sinh2 y = 1 =⇒ 4u2 − 4
3
v2 = 1.

:z = x + i ،y = 1 بگیرید نظر در افقی: خط نگاشت (ب)

w = sin x cosh 1 + i cos x sinh 1.

می کند: ترسیم را بیضوی قوس یک این

u2

cosh2 1
+ v2

sinh2 1
= sin2 x + cos2 x = 1.

بالایی نیمه صفحه به y > 0 ،−π
2 < x < π

2 نوار بالایی: نیمه صفحه نوار نگاشت (ج)

و می دهد پوشش را حقیقی اعداد کل u = sin x cosh y زیرا می شود، نگاشت v > 0
.v = cos x sinh y > 0
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نتایج و کاربردها ۵ .۷ .۴

است: حیاتی حوزه چندین در w = sin z تبدیل

مرزی مقدار مسائل که می دهد، نگاشت ربع ها یا نیمه صفحه ها به را نوارها لاپلاس: معادله •

می کند. ساده را پتانسیل، میدان های برای لاپلاس معادله حل مانند فیزیک، در

مرزهای که می شود، استفاده دوبعدی پتانسیل جریان مدل سازی برای سیالات: دینامیک •

می کند. تبدیل ساده تر شکل های به را پیچیده

دایره ها یا خطوط به مرزها نگاشت با را الکتریکی میدان های محاسبات الکترواستاتیک: •

می کند. تسهیل

یک به یک ،y ≥ 0 ،0 ≤ x ≤ π
2 مانند خاص، نوارهای در تبدیل که است این کلیدی نتیجه یک

نشان آن تناوب می کند. فراهم را مرزی مقدار مسائل برای فرد به منحصر نگاشت های که است،

می شوند. تکرار 2π عرض با نوارهای در نگاشت ها که می دهد

تاریخی زمینه ۶ .۷ .۴

و ریمان برنهارد مانند ریاضیدانانی توسط نوزدهم قرن در مختلط سینوس تابع نگاشت ویژگی های

را مختلط مثلثاتی توابع که اویلر، لئونارد و کردند، مطالعه را بیضوی توابع که وایرشتراس، کارل

کاربردهای و همدیس نگاشت های در را توابع این نقش آن ها کارهای شد. پیشگام کرد، تعریف

کرد. تثبیت فیزیک
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شهود ۷ .۷ .۴

کنید. تصور بافته شده، پارچه ای مانند افقی، و عمودی خطوط از شبکه ای عنوان به را مختلط صفحه

خمیده و کشیده هذلولی قوس های به ،x = π
6 مانند نوار، یک در عمودی خطوط ،w = sin z تحت

قوس های به ،y = 1 مانند افقی، خطوط .±1 در کانون ها با دنباله دار، مسیرهای شبیه می شوند،

،0 ≤ x ≤ π
2 نوار می دهند. تشکیل مبدأ مرکز در بسته ای حلقه های که می شوند، بافته بیضوی

لبه و مثبت موهومی محور به که x = 0 در عمودی لبه با می شود، تبدیل اول ربع به y ≥ 0
که می دهد نشان شکل تغییر این می شود. نگاشت ۱ از فراتر مثبت حقیقی محور به x = π

2 در

از پویایی تعامل و می کند حفظ نقاط اکثر در را زوایا می کند، تحریف را صفحه سینوس تابع چگونه

می کند. ایجاد منحنی ها

Re

Iⅿ
v ≥ 0

u ≥ 1

Re

Iⅿ

0 π
6

π
3

π
2

صفحه در (u ≥ 1) مثبت حقیقی محور و هذلولوی، کمان های مثبت، موهومی محور به w = sin z تبدیل تحت z صفحه در x = 0, π
6 , π

3 , π
2 در عمودی خطوط :۳۹ .۴ شکل

.0 < c < π
2 برای u2

sin2 c − v2

cos2 c = 1 معادلات با می شوند، نگاشت w

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

0.5
1

1.5

، u2

cosh2 d
+ v2

sinh2 d
= 1 معادلات با می شوند، نگاشت w صفحه در بیضوی کمان های به w = sin z تبدیل تحت z صفحه در y = 0.5, 1, 1.5 در افقی خطوط :۴۰ .۴ شکل

می کنند. متصل (cosh d, 0) به را (0, sinh d) نقاط که
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Re

Iⅿ
v ≥ 0

u ≥ 10 to 1 Re

Iⅿ

0 π
2

y = 0 و x = π
2 ،x = 0 مرزهای می شود. نگاشت w صفحه در u ≥ 0, v ≥ 0 اول ربع به w = sin z تبدیل تحت z صفحه در 0 ≤ x ≤ π

2 , y ≥ 0 نوار :۴۱ .۴ شکل
می شوند. نگاشت [0, 1] پاره خط و (u ≥ 1) حقیقی محور مثبت، موهومی محور به ترتیب به

تمرین ها ۸ .۷ .۴

ارائه شده: راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

راه حل: .z = π
4 + i برای w = sin z محاسبه (آ)

sin
π

4
+ i

 = sin π

4
cosh 1+i cos π

4
sinh 1 ≈ 0.707·1.543+i·0.707·1.175 ≈ 1.091+i0.831.

:z = π
6 + iy برای راه حل: .w = sin z تحت x = π

6 خط تصویر یافتن (ب)

w = 1
2

cosh y + i

√
3

2
sinh y.

می کند: برآورده را معادله این
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4u2 − 4
3
v2 = 1,

.y ≥ 0 برای اول ربع در هذلول یک

،z = x+iy برای راه حل: .w = sin z تحت y > 0 ،−π
2 < x < π

2 نوار تصویر تعیین (ج)

،v > 0 ،sinh y > 0 و cos x > 0 که آنجا از .v = cos x sinh y ،u = sin x cosh y

می شود. نگاشت v > 0 بالایی نیمه صفحه به که می دهد، پوشش را حقیقی اعداد کل u و

:z = x + i برای راه حل: .w = sin z تحت y = 1 خط تصویر یافتن (د)

w = sin x cosh 1 + i cos x sinh 1.

می کند: برآورده را معادله این

u2

cosh2 1
+ v2

sinh2 1
= 1,

.w صفحه در بیضی یک

دشوارتر تمرین های ۹ .۷ .۴

v > 0 بالایی نیمه صفحه به را y > 0 ،0 < x < π نوار w = sin z که کنید ثابت (آ)

است. یک به یک آیا که کنید تعیین و می کند نگاشت
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را آن مرز و بیابید w = sin z تحت را 0 < y < 1 ،0 < x < π مستطیل تصویر (ب)

کنید. توصیف

z1/2 شاخه های و z2 توسط نگاشت ها ۸ .۴

w = z2 تعریف ۱ .۸ .۴

صفحه در جا همه در یعنی است، کلی تابع یک است، مختلط متغیر یک z آن در که ،w = z2 تابع

صورت به نگاشت ،θ = arg z و r = |z| آن در که ،z = reiθ برای است. تحلیلی C مختلط

می شود: بیان زیر

w = r2ei2θ.

اساسی طور به که می کند، برابر دو 2θ به را آرگمان و می کند مربع r2 به r از را مقدار تبدیل، این

می دهد. تغییر را مختلط صفحه هندسه

w = z2 ویژگی های ۲ .۸ .۴

می دهد: نشان را متعددی کلیدی ویژگی های w = z2 تبدیل

نگاشت w همان به −z و z دو هر زیرا نیست، یک به یک تابع تزریق پذیری: عدم (آ)

.(1)2 = (−1)2 = 1 مثال، برای می شوند.
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دایره ها: و پرتگاه ها نگاشت (ب)

می شود. نگاشت 2θ زاویه با پرتگاه به ،{reiθ | r > 0} ،θ زاویه با مبدأ از پرتگاه یک •

می شود. نگاشت |w| = r2 دایره به |z| = r دایره یک •

0 < arg w < به ،0 < α ≤ π آن در که ،0 < arg z < α بخش بخش ها: نگاشت (ج)

محور منهای صفحه به Im(z) > 0 بالایی نیمه صفحه ،α = π برای می شود. نگاشت 2α

می شود. نگاشت C\(−∞, 0] منفی حقیقی

برای می شوند. نگاشت w صفحه در هذلول ها به x = c عمودی خطوط خطوط: نگاشت (د)

:z = c + iy

w = (c + iy)2 = c2 − y2 + i2cy,

.v = Im(w) ،u = Re(w) آن در که می دهد، تشکیل را u = v2

4c2 − c2 هذلول که

همدیس است، dw
dz = 2z = 0 مشتق که ،z = 0 در جز جا همه در نگاشت همدیسی: (ه)

می شوند. برابر دو زوایا آن در که است بحرانی نقطه یک نشان دهنده که است،

w = z2 هندسی تفسیر ۳ .۸ .۴

مبدأ از پرتگاه ها کرد. تصور مختلط صفحه چرخش و کشیدن عنوان به می توان را w = z2 تبدیل

مربع شعاع های با دایره ها به مبدأ مرکز دایره های و می شوند، نگاشت برابر دو زوایا با پرتگاه ها به

دوجمله ای طبیعت نشان دهنده که می شوند، تبدیل هذلول ها به عمودی خطوط می شوند. تبدیل شده
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−z و z مانند نقاط اما می شود، نگاشت خودش به |z| < 1 واحد دیسک مثال، برای است. تابع

می دهد. نشان را تزریق پذیری عدم که می شوند، نگاشت تصویر همان به

w = z1/2 تعریف ۴ .۸ .۴

دارد وجود w مختلط عدد دو ،z 6= 0 هر برای زیرا است، چندمقداری w = z1/2 دوم جذر تابع

می کنیم: تعریف مختلط لگاریتم طریق از را آن .w2 = z که

z1/2 = e
1
2 log z, log z = ln |z| + i(arg z + 2kπ), k ∈ Z.

انتخاب خاص بازه یک به arg z آرگمان کردن محدود با شاخه یک شود، یکمقداری z1/2 اینکه برای

شود. تضمین ادامه پذیری تا می کند معرفی را شاخه قطع یک که می شود،

z1/2 شاخه های ۵ .۸ .۴

صورت به اصلی شاخه می شود. تعریف arg z برای پیوسته بازه یک انتخاب با z1/2 از شاخه ای

است: زیر

z1/2 = |z|1/2ei(arg z)/2, −π < arg z ≤ π,

مانند آرگمان، بازه جابجایی با دیگر شاخه های .(−∞, 0] منفی حقیقی محور در شاخه قطع یک با

به: که می شوند، تعریف ،0 < arg z < 2π
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z1/2 = |z|1/2ei(arg z/2+kπ), k = 0, 1,

است. تحلیلی اصلی، شاخه برای C\(−∞, 0] مانند خود، قطع صفحه در شاخه هر می شود.

w = z1/2 ویژگی های ۶ .۸ .۴

را تکمقداری شاخه قطع که است، تحلیلی خود قطع صفحه در شاخه هر بودن: تحلیلی (آ)

می کند. تضمین

مناطق: نگاشت (ب)

می کند. نگاشت Re(w) > 0 راست نیمه صفحه به را C\(−∞, 0] اصلی شاخه •

نگاشت Im(w) > 0 ،Re(w) > 0 اول ربع به Im(z) > 0 بالایی نیمه صفحه •

می شود.

است. ناپیوسته تابع که است جایی منفی، حقیقی محور معمولا شاخه، قطع شاخه: قطع (ج)

.w ≈ −i پایین، از و ،w ≈ i بالا، از z = −1 نزدیک مثال، برای

z 6= 0 برای d
dzz1/2 = 1

2z1/2 مشتق زیرا است، همدیس قطع صفحه در تابع همدیسی: (د)

است. صفر غیر
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w = z1/2 هندسی تفسیر ۷ .۸ .۴

اطراف کامل دایره یک اصلی، شاخه برای می کند. دوم جذر را مقدار و نصف را زاویه دوم جذر تابع

پوشش را راست نیمه صفحه که می شود، نگاشت w صفحه در دایره نصف یک به z صفحه در مبدأ

تکمقداری که می کند، تضمین را تابع بازگشت از جلوگیری منفی حقیقی محور در شاخه قطع می دهد.

هم به z = 0 شاخه نقطه در ورق دو که ریمان، سطح از استفاده با می توان را این می کند. فراهم را

می کند. فراهم را پیوسته پیمایش امکان که کرد، تصور شده اند، وصل

گویا مثال های ۸ .۸ .۴

،z = reiθ برای بگیرید. نظر در را 0 < arg z < π
3 بخش :z2 توسط بخش نگاشت (آ)

:0 < θ < π
3

w = z2 = r2ei2θ, 0 < 2θ <
2π

3
.

می شود. نگاشت 0 < arg w < 2π
3 به بخش

:c > 0 ،z = c + iy برای :z2 توسط عمودی خط نگاشت (ب)

w = (c + iy)2 = c2 − y2 + i2cy.

می شود. باز چپ سمت به که می دهد، تشکیل را u = v2

4c2 − c2 هذلول این
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:z = i برای :z1/2 اصلی شاخه (ج)

z1/2 = eiπ/4 =
√

2
2

(1 + i).

:(arg z → π−) بالا از ،z = −1 برای

z1/2 ≈ eiπ/2 = i.

.z1/2 ≈ e−iπ/2 = −i ،(arg z → −π+) پایین از

:z = −1 برای کنید. تعریف را 0 < arg z < 2π با شاخه ای جایگزین: شاخه (د)

z1/2 = eiπ/2 = i یا ei3π/2 = −i,

شاخه. انتخاب به بسته

نتایج و کاربردها ۹ .۸ .۴

هستند: حیاتی حوزه چندین در z1/2 و z2 توسط نگاشت ها

در که می کند، نگاشت بزرگ تر بخش های به را بخش ها w = z2 تبدیل همدیس: نگاشت •

است. مفید الکترواستاتیک، مانند فیزیک، در مرزی مقدار مسائل برای دامنه ها ساده سازی
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برای که هستند، تصور قابل ریمان سطوح طریق از دوم جذر تابع شاخه های ریمان: سطوح •

هستند. ضروری مختلط تحلیل در چندمقداری توابع درک

می کنند، کمک دوبعدی پتانسیل جریان مدل سازی در نگاشت ها این سیالات: دینامیک •

می کنند. تبدیل ساده تر شکل های به را پیچیده مرزهای که

w = z1/2 و است، (z = 0 در (بجز یک به دو نگاشت یک w = z2 که است این کلیدی نتیجه

نگاشت ها بر دقیق کنترل که می کند، فراهم شود، محدود خاص شاخه یک به وقتی را معکوس نگاشت

می سازد. امکان پذیر را

تاریخی زمینه ۱۰ .۸ .۴

ریمان سطوح که ریمان، برنهارد توسط نوزدهم قرن در z1/2 شاخه های و z2 توسط نگاشت ها مطالعه

پایه بر که او، کارهای کرد. پیشرفت کرد، معرفی دوم جذر مانند چندمقداری توابع مدیریت برای را

درک برای هندسی چارچوب شد، ساخته دیگران و کوشی گوستین‑لوئی آ توسط شده گذاشته مبانی

کرد. فراهم مختلط تحلیل در آنها کاربردهای و شاخه ها قطع

شهود ۱۱ .۸ .۴

چرخانده و کشیده بوم ،w = z2 برای کنید. تصور انعطاف پذیر بوم یک عنوان به را مختلط صفحه

به r شعاع با دایره یک و می شود، نگاشت 2θ زاویه با پرتگاه به θ زاویه با پرتگاه یک می شود:

باز 0 < arg w < π
2 به 0 < arg z < π

4 مانند بخش یک می شود. تبدیل r2 شعاع با دایره

به که می شوند، تبدیل هذلول ها به عمودی خطوط می کند. برابر دو را آن زاویه ای گستره که می شود،
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نگاشت w = c2 − y2 + i2cy به z = c + iy مانند نقاطی که طوری به می شوند، باز چپ سمت

وصل هم به شاخه) (نقطه مبدأ در که می شود، تقسیم ورق دو به بوم ،w = z1/2 برای می شوند.

زوایا می کند، نگاشت راست نیمه صفحه به را منفی حقیقی محور منهای صفحه اصلی شاخه شده اند.

می شود، ورق ها بین پرش باعث منفی حقیقی محور از عبور می کند. دوم جذر را مقادیر و نصف را

پیوسته پیمایش امکان و دارند همزیستی شاخه دو که جایی می شود، تصور ریمان سطح صورت به که

می کنند. فراهم را

Re

Iⅿ

20◦

290◦

2180◦ Re

Iⅿ

0◦

45◦

90◦

نگاشت |w| = r2 دایره های به را |z| = r دایره های و 2θ = 0◦, 90◦, 180◦ زوایای با پرتوهای به را θ = 0◦, 45◦, 90◦ زوایای با پرتوهای w = z2 تبدیل :۴۲ .۴ شکل
می شوند. نگاشت r2 = 1, 2.25 به r = 1, 1.5 آن در که می کند،
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z1/2 شاخه های و z2 توسط نگاشت ها ۸ .۴

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

x = 0.5x = 1x = 1.5

،u = c2 − y2 که جایی می شوند، نگاشت w صفحه در u = c2 − v2

4c2 سهمی های به w = z2 تبدیل تحت z صفحه در x = 0.5, 1, 1.5 عمودی خطوط :۴۳ .۴ شکل
.v = 2cy
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z1/2 شاخه های و z2 توسط نگاشت ها ۸ .۴

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

به که arg z = 0, π
2 مرزهای با می شود، نگاشت 0 < arg w < π بالایی نیم صفحه به w = z2 تبدیل تحت z صفحه در 0 < arg z < π

2 اول ربع :۴۴ .۴ شکل
می شوند. نگاشت arg w = 0, π

Re

Iⅿ

1

1+i√
2i

−i

Re

Iⅿ

1

i

−1 + ϵi

−1 − ϵi

z = 1, i, −1 + ϵi, −1 − ϵi نقاط می کند. نگاشت Re(w) > 0 به را C\(−∞, 0] مجموعه ،(−∞, 0] امتداد در شاخه برش با w = z1/2 اصلی شاخه :۴۵ .۴ شکل
می شوند. نگاشت w = 1, 1+i√

2 , i, −i به ترتیب به

۳۸۵



z1/2 شاخه های و z2 توسط نگاشت ها ۸ .۴

Re

Iⅿ

i

−i

Re

Iⅿ

−1

به (arg z → −π+) پایین از و w → i به (arg z → π−) بالا از z = −1 به شدن نزدیک می شود: ناپیوستگی باعث (−∞, 0] امتداد در شاخه برش :۴۶ .۴ شکل
می شود. نگاشت w = z1/2 اصلی شاخه تحت w → −i

Re

Iⅿ

π/2

√
2

Re

Iⅿ

π/2

2

w =
√

2 در u =
√

2 خط و حقیقی محور به و می کند حفظ z = 2 در را x = 2 خط و حقیقی محور بین π/2 زاویه w = z1/2 تبدیل اصلی شاخه هم نگاری: :۴۷ .۴ شکل
می دهد. نگاشت
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z1/2 شاخه های و z2 توسط نگاشت ها ۸ .۴

تمرینات ۱۲ .۸ .۴

شده: ارائه پاسخ های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرینات

0 < θ < ،z = reiθ برای :w = z2 تحت 0 < arg z < π
3 بخش تصویر کردن پیدا (آ)

:π
3

w = r2ei2θ, 0 < 2θ <
2π

3
.

است. 0 < arg w < 2π
3 بخش تصویر،

:z = 1 + iy برای :w = z2 تحت x = 1 عمودی خط تصویر تعیین (ب)

w = (1 + iy)2 = 1 − y2 + i2y.

و: ،y = v
2 سپس .v = 2y ،u = 1 − y2 بنابراین ،w = u + iv بگذارید

u = 1 −
v

2

2
= 1 − v2

4
.

است. u = 1 − v2

4 هذلول تصویر،

:arg(i) = π
2 ،z = i برای اصلی: شاخه از استفاده با z = i برای z1/2 محاسبه (ج)
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چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

z1/2 = |i|1/2eiπ/4 = eiπ/4 =
√

2
2

(1 + i).

آرگمان :z = −1 برای z1/2 محاسبه و C\[0, ∞) در پیوسته z1/2 از شاخه ای تعریف (د)

:arg(−1) = π ،z = −1 برای کنید. انتخاب را arg z ∈ (0, 2π)

z1/2 = eiπ/2 = i.

دشوارتر تمرینات ۱۳ .۸ .۴

را آن مرز و کنید توصیف را w = z2 تحت 0 < y < 1 ،0 < x < 1 مستطیل تصویر (آ)

کنید. تعیین

Im(z) > 0 بالایی نیمه صفحه در که کنید انتخاب را f (z) = (z2 − 1)1/2 از شاخه ای (ب)

کنید. پیدا z = i در را آن مشتق و باشد، تحلیلی

چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

تعریف ۱ .۹ .۴

w = P (z)1/2 یا w =
√
P (z) صورت به مختلط، ضرایب با P (z) چندجمله ای یک دوم جذر

برای زیرا است، چندمقداری تابع این مختلط، صفحه در .w2 = P (z) که طوری به می شود، تعریف

یک مقداری، تابع یک ایجاد برای دارد. وجود w برای ممکن مقدار دو ،P (z) 6= 0 که z 6= 0 هر
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چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

بی نهایت تا یا می کنند متصل هم به را P (z) = 0 ریشه های معمولا می شوند، معرفی شاخه هایی قطع

می یابند. گسترش

اصلی ویژگی های ۲ .۹ .۴

می دهد: نشان را زیر کلیدی ویژگی های n درجه با P (z) چندجمله ای یک دوم جذر

بی نهایت، در و (z1, z2, . . . , zn (مانند P (z) = 0 ریشه های در نقاط این شاخه: نقاط (آ)

می شود. چندمقداری تابع که جایی می دهند، رخ باشد، زوج n اگر

محور در خطی مانند می شوند، ایجاد برش هایی تک مقداری، تضمین برای شاخه: قطع (ب)

.P (z) = z2 − 1 برای ۱ تا ۱ − از حقیقی

است. (هولومورفیک) تحلیلی شاخه ها قطع جز به مختلط صفحه در شاخه هر بودن: تحلیلی (ج)

مشتق است. زاویه) (حافظ همدیس است، صفر غیر آن مشتق که نقاطی در تابع همدیسی: (د)

است: زیر صورت به
dw

dz
= P ′(z)

2
√
P (z)

,

است. صفر
√
P (z) = 0 که جایی یا P (z) ریشه های در که

به ورق هر که می شود، تعریف ورقی دو ریمان سطح یک روی کامل تابع ریمان: سطوح (ه)

است. مربوط دوم جذر ممکن مقدار دو از یکی

باشد، n درجه با کمین چندجمله ای یک P (z) اگر بزرگ، |z| برای مجانبی: رفتار (و)

می دهد. قرار تأثیر تحت را بی نهایت نزدیک نگاشت رفتار که ،P (z)1/2 ≈ zn/2
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چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

نیمه صفحه ها (مانند z صفحه در مناطق P (z)1/2 انتخاب شده، شاخه به بسته نگاشت: خواص (ز)

می کند. نگاشت ربع ها، یا نیمه صفحه ها مانند ،w صفحه در ساده تر مناطق به را بخش ها) یا

کلیدی ویژگی های استخراج ۳ .۹ .۴

دوم جذر بگیرید. نظر در را P (z) = anzn + · · · + a0 چندجمله ای ویژگی ها، استخراج برای

مختلط: لگاریتم از استفاده با است. w2 = P (z) صورت به w = P (z)1/2

w = e
1
2 log P (z), log P (z) = ln |P (z)| + i(arg P (z) + 2kπ), k ∈ Z.

شاخه نقاط می کند. ایجاد (k = 0, 1) شاخه دو که می شود، ناشی 2kπ ترم از چندمقداری ماهیت

n برای بی نهایت در و می شود، تعریف نشده arg P (z) زیرا ،P (z) = 0 که می دهند رخ جایی در

مشتق: می کند. تضمین را تک مقداری ریشه ها، بین خطی مانند شاخه، قطع یک زوج.

dw

dz
= 1

2
· P ′(z)

P (z)1/2 ,

می کند. تأیید صفر غیر نقاط در را همدیسی که است، تحلیلی ریشه ها در جز به

گویا مثال های ۴ .۹ .۴

می دهند: نشان را چندجمله ای ها دوم جذر رفتار زیر مثال های

دارد. شاخه نقطه بی نهایت و z = 0 در w = z1/2 تابع ،P (z) = z برای :z دوم جذر (آ)
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چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

صورت: به ،(−∞, 0] در قطع با اصلی، شاخه

z1/2 = |z|1/2ei(z)/2, −π < (z) ≤ π,

:(i) = π
2 ،z = i برای است.

w = eiπ/4 =
√

2
2

(1 + i).

می شود. نگاشت Im(w) > 0 ،Re(w) > 0 اول ربع به Im(z) > 0 بالایی نیمه صفحه

w = (z2 − 1)1/2 ،z = ±1 در ریشه ها با ،P (z) = z2 − 1 برای :z2 − 1 دوم جذر (ب)

،[−1, 1] در شاخه قطع انتخاب با دارد. شاخه نقاط بی نهایت و z = −1 ،z = 1 در

:z = 2 برای

z2 − 1 = 3, w =
√

3 ≈ 1.732,

Re(w) > راست نیمه صفحه به [−1, 1] از خارج اصلی. شاخه برای مثبت ریشه انتخاب با

می شود. نگاشت 0

قطع ،z = 1 ،z = 0 در ریشه ها با ،P (z) = z(z − 1) برای :z(z − 1) دوم جذر (ج)

:z = 2 برای کنید. انتخاب ۱ تا ۰ از شاخه ای

z(z − 1) = 2 · 1 = 2, w =
√

2 ≈ 1.414.

شاخه. به بسته می شود، نگاشت نیمه صفحه یک به قطع منهای صفحه

بالایی نیمه صفحه z1/2 اصلی شاخه ،P (z) = z برای بالایی: نیمه صفحه نگاشت (د)

،z = reiθ برای می کند. نگاشت Im(w) > 0 ،Re(w) > 0 اول ربع به را Im(z) > 0
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چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

:0 < θ < π

w =
√

reiθ/2, 0 < θ/2 < π/2.

نتایج و کاربردها ۵ .۹ .۴

هستند: حیاتی حوزه چندین در چندجمله ای ها دوم جذر

دامنه های به را چندگانه اجزای یا شکاف با پیچیده دامنه های آنها همدیس: نگاشت های •

مانند فیزیک، در مرزی مقدار مسائل حل در که می کنند، تبدیل نیمه صفحه ها مانند ساده تر

است. مفید الکترواستاتیک،

صفحات مانند هادی ها، اطراف الکتریکی میدان های مدل سازی برای الکترواستاتیک: •

می شود. استفاده هندسه ها ساده سازی با موازی،

دامنه ها تبدیل با کانال ها طریق از یا موانع اطراف جریان مدل سازی در سیالات: دینامیک •

می کند. کمک

هستند. ضروری چندمقداری توابع جهانی رفتار درک برای ریمان: سطوح •

مانند دوم ها، جذر شامل انتگرال های ارزیابی برای شاخه ها قطع مسیری: انتگرال گیری •

هستند. حیاتی پتانسیل، نظریه در

است ورق دو شامل آن ریمان سطح و دارد، شاخه دو دقیقاً P (z)1/2 که است این کلیدی نتیجه یک

می کند. امکان پذیر را نگاشت ها بر دقیق کنترل که شده اند، متصل هم به شاخه نقاط در که
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چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

تاریخی زمینه ۶ .۹ .۴

سطوح که ریمان، برنهارد توسط نوزدهم قرن در آن ها شاخه های و چندجمله ای ها دوم جذر مطالعه

پایه های بر که او، کارهای کرد. پیشرفت کرد، معرفی چندمقداری توابع مدیریت برای را ریمان

و شاخه ها قطع درک برای هندسی چارچوبی شد، بنا کوشی گوستین‑لویی آ توسط گذاشته شده

کرد. فراهم مختلط تحلیل در آن ها کاربردهای

شهود ۷ .۹ .۴

z = ±1 مانند ،P (z) چندجمله ای ریشه های توسط که کنید تصور بومی عنوان به را مختلط صفحه

ورقی دو ریمان سطح یک w =
√
P (z) تابع است. شده علامت گذاری ،P (z) = z2 − 1 برای

حرکت شده اند. متصل هم به شاخه) (نقاط ریشه ها این در که هم روی بوم دو مانند می کند، ایجاد

را w علامت و می کند منتقل دیگر ورق به ورق یک از را شما ،z = 1 مانند ریشه، یک اطراف در

در را تابع که می کند عمل مانعی عنوان به ،۱ تا ۱ − از خطی مانند شاخه، قطع یک می دهد. تغییر

حقیقی محور منهای صفحه z1/2 اصلی شاخه ،P (z) = z برای می دارد. نگه یک مقداری ورق هر

می کند. دوم جذر را مقادیر و نصف را زوایا می کند، نگاشت راست نیمه صفحه به را منفی
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چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

Sheet ۱
A
B

Sheet ۲
B′

A′

A ↔ B′، B ↔ A′

صفحه در برش (A) بالایی لبه شده اند. متصل هم به (−∞, 0] شاخه برش امتداد در که می دهد نشان را صفحه دو که ،w =
√

z برای ریمان سطح شماتیک طرح :۴۸ .۴ شکل
.(A′ به B) بالعکس و می شود، متصل ۲ صفحه در (B′) پایینی لبه به ۱

Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

بالایی، نیم صفحه طریق از w = −1 تا w = 1 از می شود، نگاشت w صفحه در نیم دایره یک به اصلی) (شاخه w =
√

z تبدیل تحت z صفحه در |z| = 1 دایره :۴۹ .۴ شکل
می دهد. نشان را z = 0 در انشعاب نقطه که

Re

Iⅿ

√
3

√
2i
i

−i

Re

Iⅿ

2

i

−1 + ϵi

−1 − ϵi

که می کند، نگاشت w =
√

3,
√

2i, i, −i به ترتیب به را z = 2, i, −1 + ϵi, −1 − ϵi نقاط [−1, 1] امتداد در شاخه برش با w =
√

z2 − 1 اصلی شاخه :۵۰ .۴ شکل
می دهد. نشان را z = ±1 در انشعاب نقاط اثر
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چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

Sheet ۱
A
B

Sheet ۲
B′

A′

A ↔ B′، B ↔ A′

−1 1 −1 1

در برش (A) بالایی لبه شده اند. متصل هم به [−1, 1] شاخه برش امتداد در که می دهد نشان را صفحه دو که ،w =
√

z2 − 1 برای ریمان سطح شماتیک طرح :۵۱ .۴ شکل
.z = ±1 در انشعاب نقاط با ،(A′ به B) بالعکس و می شود، متصل ۲ صفحه در (B′) پایینی لبه به ۱ صفحه

تمرین ها ۸ .۹ .۴

وضوح: برای ارائه شده راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

چندجمله ای راه حل: باشد. تحلیلی C \ [−i, i] در که
√

z2 + 1 از شاخه ای تعریف (آ)

انتخاب i تا −i از موهومی محور در شاخه قطع یک دارد. z = ±i در ریشه هایی z2 + 1
کنید: تعریف کنید.

√
z2 + 1 = e

1
2 log(z2+1),

C \ [−i, i] در شاخه این است. −π < Im(log) ≤ π با اصلی لگاریتم log آن در که

است. تحلیلی

راه حل: اصلی. شاخه از استفاده با w =
√

z تحت بالایی نیمه صفحه تصویر یافتن (ب)

:0 < θ < π ،z = reiθ برای

w =
√

reiθ/2, 0 < θ/2 < π/2,

۳۹۵



چندجمله ای ها دوم جذر ۹ .۴

می شود. نگاشت Im(w) > 0 ،Re(w) > 0 اول ربع به که

است. ۴ درجه با چندجمله ای P (z) آن در که
√
P (z) برای شاخه ها تعداد تعیین (ج)

درجه از صرف نظر دارد، شاخه دو دقیقاً است، دوم جذر یک P (z)1/2 که آنجا از راه حل:

.P (z)

راه حل: .[−1, 1] در قطع با اصلی شاخه از استفاده با z = 2 در
√

z2 − 1 محاسبه (د)

قطع: از خارج است، مثبت و حقیقی 2 که آنجا از و ،z2 − 1 = 3 ،z = 2 برای

√
3 = e

1
2 ln 3 ≈ 1.732,

اصلی. شاخه برای مثبت ریشه انتخاب با

راه حل: .C\ [0, 1] در تحلیلی شاخه ای برای z = 2 در w =
√
z(z − 1) مشتق یافتن (ه)

مشتق: .w =
√
z(z − 1) کنید تعریف

dw

dz
= (z(z − 1))′

2
√
z(z − 1)

= 2z − 1
2
√
z(z − 1)

.

پس: .
√

2 ≈ 1.414 بنابراین ،z(z − 1) = 2 · 1 = 2 ،z = 2 در

dw

dz

∣∣∣∣∣∣∣
z=2

= 2 · 2 − 1
2
√

2
= 3

2
√

2
≈ 1.061.

دشوارتر تمرین های ۹ .۹ .۴

و [−1, 0] در شکاف دو خارج تبدیل برای
√

z2 − 1 از استفاده با همدیس نگاشت یک (آ)

بسازید. ساده تر دامنه یک به [0, 1]
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کنید تحلیل P (z) عمومی چندجمله ای یک برای شاخه اش نقاط نزدیک را
√
P (z) رفتار (ب)

می گذارد. تأثیر شاخه قطع انتخاب بر این چگونه که کنید بحث و

ریمان سطوح ۱۰ .۴

تعریف ۱ .۱۰ .۴

فضای یک که معناست این به این است. یک مختلط ابعاد با متصل مختلط منیفولد یک ریمان سطح

زیرمجموعه های که نمودارها از اصلس یک به مجهز است، دوم شمار و هاسدورف که است توپولوژیکی

گذار تابع های که طوری به می کنند، نگاشت C مختلط صفحه باز زیرمجموعه های به را سطح باز

هستند. باشد) تحلیلی و پذیر مشتق اش دامنه از نقطه هر هولومورفیک(در همپوشان نمودارهای بین

آن در که دارد، وجود (Uα, ϕα) جفت ها از مجموعه ای ،X ریمان سطح یک برای رسمی، طور به

تصاویر بر هومومورفیسم ها ϕα : Uα → C و هستند، X پوشاننده باز زیرمجموعه های Uα ⊂ X

گذار: تابع ،Uα ∩ Uβ 6= ∅ همپوشان نمودارهای هر برای هستند. خود

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ)

حقیقی منیفولد یک عنوان به می تواند ریمان سطح یک جایگزین، طور به است. هولومورفیک

ممکن را زوایا اندازه گیری که شود دیده همدیس، ساختار یک به مجهز سمت دار، و متصل دوبعدی

می کند. تسهیل را هولومورفیک توابع تعریف و می سازد
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اصلی ویژگی های ۲ .۱۰ .۴

را مختلط تحلیل در آن ها اهمیت که می دهند نشان را متعددی اساسی ویژگی های ریمان سطوح

می کنند: تضمین

مختلط ساختار زیرا است، کردن سمت دار قابل ریمان سطح هر بودن: کردن سمت دار قابل (آ)

توابع مثبت ماتریس دترمینان های طریق از را سطح سراسر در متوالی سمت داری یک آن

می کند. تضمین هولومورفیک گذار

هولومورفیک: توابع (ب)

و پذیر مشتق اش دامنه از نقطه هر هولومورفیک(در توابع غیرمتراکم، ریمان سطوح در •

.C در هویت تابع مانند دارند، وجود غیرثابت باشد) تحلیلی

حداکثر اصل پیامد که هستند، ثابت هولومورفیک توابع همه متراکم، ریمان سطوح در •

حداکثر متراکم، دامنه یک در غیرثابت هولومورفیک تابع یک می گوید که است، مدول

ندارد. وجود متراکم سطوح در که می آورد، دست به مرز روی را خود

که پذیرفته اند، را غیرثابت مرومورفیک توابع متراکم ریمان سطوح مرومورفیک: توابع (ج)

طریق از آن ها مطالعه و طبقه بندی برای که منفرد، قطب نقاط در جز به هستند هولومورفیک

هستند. حیاتی ریمان‑روش مانند قضایا

پروژکتیو فضای در می تواند متراکم ریمان سطح هر چاو، قضیه اساس بر جبری: منحنی های (د)

ایجاد جبری هندسه با عمیقی ارتباط که شود، جاسازی مختلط جبری منحنی یک عنوان به

می کند.
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می شوند: طبقه بندی نوع سه به خود جهانی پوشش اساس بر ریمان سطوح طبقه بندی: (ه)

خود. ریمان صفحه مثلا است، CP1 ریمان صفحه جهانی پوشش بیضوی: •

تورها. یا استوانه ها ،C مثلا است، C مختلط صفحه جهانی پوشش پارابولیک: •

جنس با سطوح مثلا است، بالایی نیمه صفحه یا باز دیسک جهانی پوشش هایپربولیک: •

.g ≥ 2

کلیدی ویژگی های استخراج ۳ .۱۰ .۴

اش دامنه از نقطه هر هولومورفیک(در توابع فقط متراکم ریمان سطوح که ویژگی استخراج برای

سطح یک در را f : X → C هولومورفیک تابع یک دارند، ثابت باشد) تحلیلی و پذیر مشتق

خود حداکثر و است پیوسته |f | مدول است، متراکم X که آنجا از بگیرید. نظر در X متراکم ریمان

باشد، غیرثابت f اگر مدول، حداکثر اصل اساس بر می آورد. دست به p ∈ X نقطه یک در را

که است، ثابت |f | بنابراین، ندارد. مرز X اما می آورد، دست به مرز روی فقط را خود حداکثر |f |
است. f بودن ثابت نشان دهنده

هستند، هولومورفیک ϕβ ◦ ϕ−1
α گذار توابع که باشید داشته توجه ، کردن سمت دار قابل ویژگی برای

است: زیر صورت به h(z) = u + iv هولومورفیک تابع یک ماتریس صفر. غیر مشتقات با

J =


ux uy

vx vy

 ,

کردن سمت دار قابل را X و می کند تضمین را مثبت سمت داری که ،|h′(z)|2 > 0 دترمینان با
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می سازد.

گویا مثال های ۴ .۱۰ .۴

می دهند: نشان را ریمان سطوح رفتار و ساختار زیر مثال های

هویت نقشه صورت به تکی نمودار یک با ریمان، سطح ساده ترین :C مختلط صفحه (آ)

و پذیر مشتق اش دامنه از نقطه هر هولومورفیک(در توابع و است غیرمتراکم .ϕ(z) = z

.f (z) = z مانند است، پذیرفته را غیرثابت باشد) تحلیلی

پوشانده نمودار دو توسط که ،C∪ {∞} گسترش یافته مختلط صفحه :CP1 ریمان صفحه (ب)

است: شده

.ϕ1(z) = z ،U1 = C •

.ϕ2(∞) = 0 ،z 6= 0 برای ϕ2(z) = 1/z ،U2 = C \ {0} ∪ {∞} •

هولومورفیک که ،ϕ2◦ϕ−1
1 (z) = 1/z با است برابر U1∩U2 = C\{0} روی گذار تابع

بنابراین است، متراکم سطح این است. باشد) تحلیلی و پذیر مشتق اش دامنه از نقطه هر (در

هستند. ثابت آن هولومورفیک توابع همه

.z 6= 0 هر برای مقدار دو با است، چندمقداری w =
√

z تابع :
√

z برای ریمان سطح (ج)

و شده اند داده شکاف منفی حقیقی محور در که است C از نسخه دو شامل ریمان سطح

در شاخه (نقطه مبدأ اطراف گردش شده اند. چسبانده هم به صلیبی صورت به شکاف در

می کند. تضمین را پیوستگی و می شود ورق ها بین انتقال باعث (z = 0
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،k ∈ Z ،w = log z = ln |z| + i(arg z + 2kπ) لگاریتم :log z برای ریمان سطح (د)

که است، بی نهایت ورق های با گون مارپیچ یک ریمان سطح است. چندمقداری بی نهایت

منتقل بعدی ورق به مبدأ اطراف کامل دور یک است. مربوط متفاوت k یک به ورق هر

می کند. اضافه موهومی بخش به 2πi و می شود

نتایج و کاربردها ۵ .۱۰ .۴

هستند: حیاتی حوزه چندین در ریمان سطوح

تحلیلی ادامه که می کنند، فراهم چندمقداری توابع برای طبیعی دامنه ای آنها مختلط: تحلیل •

می سازد. ممکن ساده دامنه های از فراتر را

می کنند، مدل سازی را ریسمان ها جهانی ورق های ریمان سطوح ریسمان، نظریه در فیزیک: •

می گذارد. تأثیر فیزیکی ویژگی های بر آن ها جنس که

استفاده مدولار اشکال مطالعه برای ریمان، سطح یک بالایی، نیمه صفحه اعداد: نظریه •

است. حیاتی فرما آخر قضیه مانند اعداد نظریه کاربردهای در که می شود،

ارائه با را log z و
√

z مانند توابعی بودن چندمقداری ریمان سطوح که است این کلیدی نتیجه یک

می کنند. حل است، مربوط فرد به منحصر مقدار یک به نقطه هر که هندسی ساختار یک

تاریخی زمینه ۶ .۱۰ .۴

مطالعه در چندمقداری توابع به رسیدگی برای ۱۸۵۰ دهه در ریمان برنهارد توسط ریمان سطوح

عنوان به را سطوح مفهوم خود، ۱۸۵۱ رساله در ویژه به او، برجسته کار شدند. معرفی مختلط تحلیل
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کوشی گوستین‑لویی آ توسط گذاشته شده پایه های بر که کرد، ایجاد مختلط توابع گسترش برای ابزاری

کاربردهای و کرد رسمی را انتزاعی تعریف دیگران و وایل هرمان توسط بعدی مشارکت های شد. بنا

کرد. تقویت فیزیک و جبری هندسه در را آن

شهود ۷ .۱۰ .۴

می دهند. نشان را مختلط اعداد آن نقاط که کنید، تصور صاف بوم یک عنوان به را مختلط صفحه

شکاف منفی حقیقی محور در که است بوم دو مانند ریمان سطح ،w =
√

z دوم جذر تابع برای

گردش دهند. تشکیل واحد سطح یک تا شده اند چسبانده هم به صلیبی صورت به و شده اند داده

تضمین که می کند، منتقل دیگر ورق به ورق یک از را شما (z = 0 در شاخه (نقطه مبدأ اطراف

،w = log z لگاریتم برای کند. تغییر
√

1 = −1 به
√

1 = 1 مثلا از پیوسته طور به
√

z می کند

log z = ln |z| + i(θ + 2kπ) شاخه یک به ورق هر که است، مارپیچی شیب دار سطح یک سطح

این می کند. اضافه 2πi و می کند مارپیچ بعدی ورق به مبدأ اطراف کامل دور یک است. مربوط

و می سازد ممکن را صاف نگاشت های که می کنند، تبدیل لایه ای ساختار یک به را صفحه سطوح

می کند. حل را چندمقداری

Sheet ۱
A
B

Sheet ۲
B′

A′

A ↔ B′، B ↔ A′

صفحه در برش (A) بالایی لبه شده اند. متصل هم به (−∞, 0] شاخه برش امتداد در که می دهد نشان را صفحه دو که ،w =
√

z برای ریمان سطح شماتیک طرح :۵۲ .۴ شکل
.(A′ به B) بالعکس و می شود، متصل ۲ صفحه در (B′) پایینی لبه به ۱
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Re

Iⅿ

Re

Iⅿ

بالایی، نیم صفحه طریق از w = −1 تا w = 1 از می شود، نگاشت w صفحه در نیم دایره یک به اصلی) (شاخه w =
√

z تبدیل تحت z صفحه در |z| = 1 دایره :۵۳ .۴ شکل
می دهد. نشان را z = 0 در انشعاب نقطه که

Sheet k − 1
Ak−1
Bk−1

Sheet k
Ak

Bk

Sheet k + 1
Ak+1
Bk+1

Ak−1 → Bk

Bk−1 → Ak

Ak → Bk+1

Bk → Ak+1

...

...

در برش (Ak) بالایی لبه شده اند. متصل هم به [0, ∞) شاخه برش امتداد در که می دهد نشان را صفحه چندین که ،w = log z برای ریمان سطح شماتیک طرح :۵۴ .۴ شکل
تشکیل را بی نهایت هلیکویید یک و می شود، متصل k − 1 صفحه در (Ak−1) بالایی لبه به (Bk) پایینی لبه و می شود، متصل k + 1 صفحه در (Bk+1) پایینی لبه به k صفحه

می دهد.
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تمرین ها ۸ .۱۰ .۴

بهتر: فهم برای ارائه شده راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

دو شامل w =
√

z برای ریمان سطح راه حل: .w =
√

z برای ریمان سطح توصیف (آ)

دوم جذر از شاخه یک به ورق هر شده اند. متصل هم به z = 0 شاخه نقطه در که است ورق

θ ∈ (π, 3π] و ورق، یک در θ ∈ (−π, π] برای
√

z = |z|1/2eiθ/2 مثلا است، مربوط

می کند. تضمین را پیوستگی و می یابد انتقال ورق ها بین مبدأ اطراف گردش دیگر. ورق در

مارپیچ یک log z برای ریمان سطح راه حل: .log z برای ریمان سطح ساخت توضیح (ب)

k ∈ Z ،log z = ln |z| + i(θ + 2kπ) شاخه های به که است ورق هایی با بی نهایت گون

بخش به 2πi و می شود منتقل بعدی ورق به مبدأ اطراف کامل دور هر است. مربوط

می کند. حفظ را پیوستگی که می کند، اضافه موهومی

ریمان صفحه راه حل: است. متراکم ریمان سطح یک ریمان صفحه اینکه نمایش (ج)

و ،ϕ1(z) = z ،U1 = C است: شده پوشانده نمودار دو توسط CP1 = C ∪ {∞}
گذار تابع .ϕ2(∞) = 0 ،z 6= 0 برای ϕ2(z) = 1/z ،U2 = C \ {0} ∪ {∞}
و پذیر مشتق اش دامنه از نقطه هر (در هولومورفیک C \ {0} در ϕ2 ◦ ϕ−1

1 (z) = 1/z

است. متراکم ریمان سطح یک است، متراکم صفحه که آنجا از است. باشد) تحلیلی

دشوارتر تمرین های ۹ .۱۰ .۴

اش دامنه از نقطه هر هولومورفیک(در تابع هر متراکم، ریمان سطح یک در که کنید ثابت (آ)

مدول. حداکثر اصل از استفاده با است، ثابت باشد) تحلیلی و پذیر مشتق
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بحث را آن توپولوژیکی ساختار در دسته ها تعداد با آن ارتباط و ریمان سطح یک جنس (ب)

دهید. ارائه ۱ جنس برای مثال یک و کنید،

مرتبط توابع برای ریمان سطوح ۱۱ .۴

تعریف ۱ .۱۱ .۴

دوم جذر مانند ابتدایی توابع از که دارند اشاره چندمقداری توابع به مرتبط» «توابع مختلط، تحلیل در

مشتق w =
√

z2 − 1 مانند متعالی یا جبری توابع دیگر و (w = log z) لگاریتم ،(w =
√

z)

شده مجهز نمودارها از اطلس یک با که است توپولوژیکی فضای یک این رسمی، طور به می شوند.

(در هولومورفیک گذار توابع با می کنند، نگاشت C مختلط صفحه به را باز زیرمجموعه های که است

چندمقداری ساختار، این همپوشان. نمودارهای بین باشد) تحلیلی و پذیر مشتق اش دامنه از نقطه هر

هم به شاخه نقاط در و است، مربوط تابع از شاخه یک به کدام هر که متعدد، ورق های ارائه با را

می کند. حل شده اند، متصل

ریمان سطوح ساخت ۲ .۱۱ .۴

شاخه های قطع امتداد در آن ها کردن برش دار مختلط، صفحه از نسخه چندین گرفتن با ریمان سطوح

به ورق ها تعداد می شوند. ساخته پیوستگی تضمین برای یکدیگر به آن ها چسباندن و مناسب،

دارد: بستگی تابع چندمقداری

ریمان سطح دارد. z 6= 0 هر برای مقدار دو w2 = z تابع :(w =
√

z) دوم جذر •
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امتداد در شاخه قطع یک معمولا و z = 0 در شاخه نقطه یک با است، ورق دو شامل

پیوستگی و می یابد انتقال ورق ها بین مبدأ اطراف گردش .(−∞, 0] منفی حقیقی محور

می کند. تضمین را

،k ∈ Z ،w = log z = ln |z| + i(arg z + 2kπ) تابع :(w = log z) لگاریتم •

یک به ورق هر که است، بی نهایت ورق های دارای ریمان سطح است. چندمقداری بی نهایت

.(−∞, 0] امتداد در قطع یک و z = 0 در شاخه نقطه یک با است، مربوط متفاوت k

اضافه موهومی بخش به 2πi و می شود منتقل بعدی ورق به مبدأ اطراف کامل دور یک

می کند.

،z = ±1 در ریشه ها با ،z2 − 1 برای :(w =
√

z2 − 1) چندجمله ای یک دوم جذر •

که بی نهایت، و z = −1 ،z = 1 در شاخه نقاط با است، ورق دو دارای ریمان سطح

می شوند. متصل هم به [−1, 1] امتداد در قطع یک توسط معمولا

اصلی ویژگی های ۳ .۱۱ .۴

می دهند: نشان را زیر کلیدی ویژگی های مرتبط توابع برای ریمان سطوح

زیرا می شود، تبدیل یک مقداری تابع به چندمقداری تابع ریمان، سطح روی تک مقداری: (آ)

است. مربوط تابع از فرد به منحصر مقدار یک به سطح روی نقطه هر

دامنه از نقطه هر (در هولومورفیک ریمان سطح روی تابع از شاخه هر بودن: تحلیلی (ب)

است ممکن تابع آن در که شاخه، نقاط در جز به است، باشد) تحلیلی و پذیر مشتق اش

باشد. چندمقداری یا تعریف نشده
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می شوند همگرا تابع مقادیر که می دهند رخ جایی در شاخه نقاط قطع ها: و شاخه نقاط (ج)

برای می شوند. معرفی پیوستگی تضمین برای شاخه قطع های و ،(
√

z برای z = 0 مثلا)

می کند. جلوگیری آرگمان در ابهام از log z برای (−∞, 0] قطع مثال،

آن در که است، زاویه) (حافظ همدیس شاخه، نقاط از دور ریمان، سطح در تابع همدیسی: (د)

مشتق: ،w =
√

z برای است. صفر غیر مشتق

dw

dz
= 1

2
√

z
,

است. صفر غیر z 6= 0 برای

ممکن ساده تر مناطق به پیچیده دامنه های از را نگاشت هایی سطوح این نگاشت: خواص (ه)

Re(w) > راست نیمه صفحه به را C\(−∞, 0] ،
√

z اصلی شاخه مثال، برای می سازند.

می کند. نگاشت 0

کلیدی ویژگی های استخراج ۴ .۱۱ .۴

راه حل دو w2 = z معادله بگیرید. نظر در را w =
√

z تابع تک مقداری، ویژگی استخراج برای

مربوط شاخه یک به کدام هر که می شوند، ساخته ورق دو ریمان، سطح روی دارد. z 6= 0 هر برای

است:

w = |z|1/2eiθ/2, w = |z|1/2ei(θ/2+π).
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√
z و یابد انتقال ورق ها بین قطع از عبور که می کند تضمین (−∞, 0] امتداد در شاخه قطع

مشتق: بماند. یک مقداری
dw

dz
= 1

2
√

z
,

که است، باشد) تحلیلی و پذیر مشتق اش دامنه از نقطه هر (در هولومورفیک C \ (−∞, 0] در

به: بی نهایت ورق های ،w = log z برای می کند. تأیید را بودن تحلیلی

w = ln |z| + i(θ + 2kπ), k ∈ Z,

می کنند. حفظ را پیوستگی و می کنند اضافه 2πi که انتقال هایی با هستند، مربوط

گویا مثال های ۵ .۱۱ .۴

می دهند: نشان مرتبط توابع برای را ریمان سطوح رفتار و ساخت زیر مثال های

ریمان سطح دارد. z 6= 0 هر برای مقدار دو w2 = z تابع :w =
√

z برای ریمان سطح (آ)

،z = i برای .(−∞, 0] امتداد در قطع و z = 0 در شاخه نقطه با است، ورق دو دارای

:(−π < arg z ≤ π) اصلی شاخه در

w = eiπ/4 =
√

2
2

(1 + i).

می دهد. را w = −
√

2
2 (1 + i) و می شود منتقل دیگر ورق به مبدأ اطراف گردش

است: بی نهایت شاخه های دارای لگاریتم :w = log z برای ریمان سطح (ب)

w = ln |z| + i(arg z + 2kπ), k ∈ Z.
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عبور دارد. z = 0 در شاخه نقطه که است، بی نهایت ورق های با هلیکویید یک ریمان سطح

در ،z = −1 برای می کند. اضافه 2πi و می شود منتقل بعدی ورق به (−∞, 0] قطع از

:(arg z = π) اصلی شاخه

w = ln 1 + iπ = iπ.

و z = −1 ،z = 1 در شاخه نقاط دارای تابع :w =
√

z2 − 1 برای ریمان سطح (ج)

،z = 2 برای .[−1, 1] امتداد در قطع با است، ورق دو دارای ریمان سطح است. بی نهایت

قطع: از خارج

w =
√

4 − 1 =
√

3 ≈ 1.732,

اصلی. شاخه برای مثبت ریشه انتخاب با

راست نیمه صفحه به را C \ (−∞, 0] صفحه
√

z اصلی شاخه :
√

z توسط نگاشت (د)

:Im(z) > 0 بالایی نیمه صفحه برای می کند. نگاشت Re(w) > 0

z = reiθ, 0 < θ < π =⇒ w =
√

reiθ/2, 0 < θ/2 < π/2,

می شود. نگاشت Im(w) > 0 ،Re(w) > 0 اول ربع به که

نتایج و کاربردها ۶ .۱۱ .۴

هستند: حیاتی حوزه چندین در مرتبط توابع برای ریمان سطوح

تحلیلی ادامه که می کنند، فراهم چندمقداری توابع برای طبیعی دامنه ای آنها مختلط: تحلیل •
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می سازد. ممکن ساده دامنه های از فراتر را

نگاشت نیمه صفحه ها به را برش خورده صفحه های
√

z مانند توابعی همدیس: نگاشت های •

را سیالات، دینامیک یا الکترواستاتیک مانند فیزیک، در مرزی مقدار مسائل که می کنند،

می کند. ساده

هستند، مختلط جبری منحنی های معادل جبری توابع برای ریمان سطوح جبری: هندسه •

. می کند تسهیل را آنها مطالعه که

شامل انتگرال های ارزیابی برای ریمان سطوح روی شاخه قطع های مسیری: انتگرال گیری •

هستند. حیاتی پتانسیل، نظریه در مانند چندمقداری، توابع

هندسی ساختار یک ارائه با را توابع بودن چندمقداری ریمان سطوح که است این کلیدی نتیجه یک

کاربردها و دقیق نگاشت های که می کنند، حل است، مربوط فرد به منحصر مقدار یک به نقطه هر که

می سازد. ممکن را

تاریخی زمینه ۷ .۱۱ .۴

مطالعه در چندمقداری توابع به رسیدگی برای ۱۸۵۰ دهه در ریمان برنهارد توسط ریمان سطوح

عنوان به را سطوح مفهوم خود، ۱۸۵۱ رساله در ویژه به او، برجسته کار شدند. معرفی مختلط تحلیل

کوشی گوستین‑لویی آ توسط گذاشته شده پایه های بر که کرد، ایجاد مختلط توابع گسترش برای ابزاری

کاربردهای و کرد رسمی را انتزاعی تعریف دیگران و وایل هرمان توسط بعدی مشارکت های شد. بنا

کرد. تقویت فیزیک و جبری هندسه در را آن
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شهود ۸ .۱۱ .۴

چندمقداری ،
√

z مانند تابع، که نقاطی توسط که کنید، تصور صاف بوم یک عنوان به را مختلط صفحه

حقیقی محور در که است بوم دو مانند
√

z برای ریمان سطح است. شده علامت گذاری می شود،

لبه به شکاف یک بالایی لبه شده اند: چسبانده هم به صلیبی صورت به و شده اند داده شکاف منفی

در شاخه (نقطه مبدأ اطراف گردش می دهد. تشکیل واحد سطح یک و می شود متصل دیگری پایینی

تغییر پیوسته طور به
√

z می کند تضمین که می کند، منتقل دیگر ورق به ورق یک از را شما (z = 0
که است، مارپیچی دار شیب سطح یک سطح ،log z برای .

√
1 = −1 به

√
1 = 1 از مثلا کند،

مبدأ اطراف کامل دور یک است. مربوط log z = ln |z| + i(θ + 2kπ) شاخه یک به ورق هر

می کند. حل را چندمقداری که می کند، اضافه 2πi و می کند مارپیچ بعدی ورق به
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Re z

Im z

z = 0

Sheet −1

Re z

Im z

z = 0

Sheet 0

Re z

Im z

z = 0

Sheet 1...

...

آبی پیکان های شده اند. متصل هم به (−∞, 0] در شاخه برش امتداد در مارپیچی صورت به که است صفحه بی نهایت تعداد شامل w = log z برای ریمان سطح :۵۵ .۴ شکل
می کند. اضافه موهومی بخش به 2πi مقدار z = 0 حول کامل دور هر که طوری به می دهند، نشان برش از عبور هنگام را بعدی صفحه به �������
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Re z

Im z

z = 0

Sheet ۱

Re z

Im z

z = 0

Sheet ۲

عبور هنگام را صفحات بین انتقال آبی پیکان های شده اند. متصل هم به (−∞, 0] در شاخه برش امتداد در که است صفحه دو شامل w =
√

z برای ریمان سطح :۵۶ .۴ شکل
.
√

1 = −1 به
√

1 = 1 از مثال، عنوان به می کند، تعویض را صفحات z = 0 در انشعاب نقطه زدن دور می دهند. نشان برش از

تمرین ها ۹ .۱۱ .۴

بهتر: فهم برای ارائه شده راه حل های با می کنند، تقویت را درک زیر تمرین های

دو شامل w =
√

z برای ریمان سطح راه حل: .w =
√

z برای ریمان سطح توصیف (آ)

دوم جذر از شاخه یک به ورق هر شده اند. متصل هم به z = 0 شاخه نقطه در که است ورق

θ ∈ (π, 3π] و ورق، یک در θ ∈ (−π, π] برای
√

z = |z|1/2eiθ/2 مثلا است، مربوط

می کند. تضمین را پیوستگی و می یابد انتقال ورق ها بین مبدأ اطراف گردش دیگر. ورق در

هلیکویید یک log z برای ریمان سطح راه حل: .log z برای ریمان سطح ساخت توضیح (ب)

k ∈ Z ،log z = ln |z| + i(θ + 2kπ) شاخه های به که است ورق هایی با بی نهایت

بخش به 2πi و می شود منتقل بعدی ورق به مبدأ اطراف کامل دور هر است. مربوط

می کند. حفظ را پیوستگی که می کند، اضافه موهومی

،z = 1 در شاخه نقاط دارای تابع راه حل: .w =
√

z2 − 1 برای ریمان سطح توصیف (ج)

.[−1, 1] امتداد در قطع با است، ورق دو دارای ریمان سطح است. بی نهایت و z = −1
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می یابد. انتقال ورق ها بین شاخه نقطه هر اطراف گردش

،z = −1 برای راه حل: .log z برای ریمان سطح اصلی شاخه در log(−1) محاسبه (د)

:(−π < arg z ≤ π) اصلی شاخه در arg(−1) = π

log(−1) = ln 1 + iπ = iπ.

برای راه حل: اصلی. شاخه از استفاده با w =
√

z تحت بالایی نیمه صفحه نگاشت (ه)

:0 < θ < π ،z = reiθ

w =
√

reiθ/2, 0 < θ/2 < π/2,

می شود. نگاشت Im(w) > 0 ،Re(w) > 0 اول ربع به که

دشوارتر تمرین های ۱۰ .۱۱ .۴

قطع های و شاخه نقاط شناسایی و w =
√
z(z − 1)(z − 2) برای ریمان سطح ساخت (آ)

آن.

.log z سطح با آن تفاوت توصیف و w = log(z2 − 1) برای ریمان سطح تحلیل (ب)
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