
 

) در این تحقیق بک حوزه صحیح پیدا کردیم که یک حوزه ایدده ا  اصد  

PID) (  است و حوزه اق یدسEDنم  باشد برای اثبدا  اید ) ن موضدو  دو

قضیه  فرع  را مطرح کردیم و از آن طریق حکم ک   را ثابت کردیم.کده در 

 ادامه به بررس  و اثبا  آن دو قضیه فرع  م  پردازیم:

ʑ[𝑊],   𝒘  مجموعه  =
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒊√𝟏𝟗)    یکPID  است کهED  نم 

 . باشد

 :روش کار این گونه است که اثبا  :

 کنیم  نخست ثابت میʑ[𝑊]  یکPID  است، برای این کار باید ثابت کنیم که دارای

DedeKindیک  Hosse باشد . می نرم 

 مجموعه  سپس ثابت می کنیم کهʑ[𝑊] ،ED م که هیچ کنی برای این کار ثابت می یست.ن

  Universal side divisor  . ندارد 

    یک حوزه صحیح باشد خواهیم داشت :   D به طور کلی اگر

Universal   هر دامنه اقلیدسی یک -1 side divisor   .دارد 

  { ,0} {0};DD units unit    

     u D D  یک  Usd (  Universal side divisor  ) : است اگر 

. . |x D z D s t u x z     

DedeKindیک  -2 Hosse م داشته باشد نرD ک یPID  . است 

N:تابع         D  یکDedeKind Hosse  : نرم است اگر 

             , 0 | , . . 0 ( ) ( )a b D b a OR s t D s t N sa tb N b        

 

 



 

 را :  1ثابت می کنیم مورد  حال

 کنیم دارای یک باشد ثابت می  با تابع( EDیک حوزه اقلیدسی ) Dبرای این کار فرض میکنیم 

   universal side divisor  . است 

uفرض کنیم   D D    به طور یکه u  برددر میان تمام اعضای  چنین چیزی امکان  ،مینیمم باشد

می ضو مینیمم و دارای ع استفلذا خوش تعریف  قرار داردحسابی اعداد  مجموعه در پذیر است زیرا برد 

 . دباش

xفرض کنیم Dچون لخواه باشد . دD ( یک حوزه اقلیدسیED)   داریم :  است ، پس 

  x qu r      0به طوریکهr         یا( ) ( )r u  .  

0rاگر        آنگاه|u x  از آن جا  و| 0u x    0و چون D  ر است پس حکم برقرا. 

0rاگر        آنگاهr x uq    یا پس دو حالت امکان پذیر استr D D   یاr D  اگر ،r D D  

)آنگاه    ) ( )N r N u   زیراکه این خلاف فرض است ، ( )N u . مینیمم می باشد 

r پس فرض اولیه که   D D   باطل و غلط است. فلذا r D و از آنجا x r uq  پس|u x r  که

universal  یک  uحکم را نتیجه می دهد. در نتیجه حکم کلی برقرار است و  side divisor  .است 

 را ثابت می کنیم: 2 حال مورد 

()  فرض کنیم حوزه صحیحD یکD H  رم دارد. به نامنN. ثابت میکنیمDیکPIDفرض ست ؛ ا

0 کنیم  I D  .( I  ایدآلD است )همچنینb I   به طوریکه( )N b .چنین چیزی  مینیمال باشد

دارای عضو  و از آنجاخوش تعریف می باشد  قرار دارد پسطبیعی اعداد  در ImNامکان پذیر است زیرا 

  .استمینیمم 

aاکنون فرض میکنیم   I ر نتیجه د,a b I   :حا  خواهیم داشت 

 D یکPID است| , ,b a a br r D a b I b b I I b               

b|حال اگر  a   آنگاه,s t D   0به طوریکه ( ) ( )N sa tb N b   از طرفی,sa tb a b  پس 

sa tb I   اما ما( )N bکه  را عضو مینیمم گرفته بودیم و این موضوع ( ) ( )N sa tb N b  یک تناقض

 است.

b|پس این مورد امکان پذیر نیست و  a  .و حکم بر قرار است 



 

(  )فرض کنیمD یکPID است که نتیجه می دهد یکUFD  .ثابت میکنیم دارای یک نیز می باشد

D H باشد ، خواهیم داشت :می  رمن 

 تعریف م  کنیم: را Nتابع 

Du Unit( ) 1 ,N u   (0) 0 ,N    , :N D  

       , iP D 1 2... na PP P ( ) 2 ,nN a   

(a D رت حاصل ضرب عناصر اول نوشت زیرا را میتوان به صوD  یکPID  و از آن جا یکUFD است) 

)        داریم : واضح است کهپس  ) ( ). ( ) ; ,N ab N a N b a b D  

0فرض کنیم   ,a b D  در نتیجه چون D یک  PID  است پس وجود داردr D به طوریکه 

,a b r     

b|ست . حالت امکان پذیر ا وکنون دا a   و|b a: 

b| اگر  aمپس فرض می کنیر است آنگاه حکم بر قرا|b a  : آنگاه ، 

| , , ,b a a b a r r b a b r b r b rx                   

0x   نمیتواند یکال باشد زیراb r   

 ، داریم : Nتعریف تابع  اکنون بنا بر

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2n

N b N b N x
N b N r N x N r

N x


  


 

 پس خواهیم داشت :

      

( ) ( ) ( ) ( )
0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

N b N r N x N r
N r N sa tb N r N x N b

r r a b s t D r sa tb

  
     

      
 

 

Dدارای یکDپس H در نتیجه حکم ثابت می شود .. رم است ن 

 

 



 

 اکنون به سراغ اثبا  اص   م  رویم، داریم:

[ ]R W  و
1

(1 19)
2

W i  

 نمی باشد. EDاست اما  PID یک Rثابت می کنیم که 

Dاست. برای این کار باید نشان دهیم که دارای یک  PIDیکنخست ثابت می کنیم که  H 

 داریم:  رم است.ن

2 2( ) 5N a bw a ab b      و:N R 

,از   و  مخالف صفر چون  دو عضو ( , ) ,R R    را انتخاب می کنیم، اگر|    آنگاه

Dدارای یک  Rحکم برقرار است و  H رم است، پس فرض می کنیم ن|   یعنیR



. 

]پس   19]Q i



 :داریم . 

1

a bw

c

c









 

 

gcd( , , ) 1

, , . . 1

a b c

x y z s t ax by cz



    
 

 اکنون داریم:

19

| |
2

ay bx cq r

c
r

  






 

 

 

 

 



 

 حال سه عبارت جبری را داریم:

1

19 , | |
2

a bw

c

ax by cz

c
ay bx cq r r








  

   

 

s,هدف این است که  t در شرط تا  پیدا کنیمD H م:تعریف می کنی پس ،نرم صدق کند 

19

19

t q zi R

و

s y xi R

  

  

 

 

 داریم:در نتیجه 

2 2 2

2 2 2

( 19 ) 19( ) 19 1 19
0 ( )

4

ay bx cq ax by cx r
N s t

c c c





     
      

Dرا بررسی می کنیم که آیا شرط   cاکنون تمام مقادیر صحیح ممکن برای  H . نرم برقرار است یا خیر 

5cواضح است که برای   که با ضرب چرا برقرار است( )N  خواهیم داشت :  در طرفین 

2

1 19
0 ( ) ( ) ( ) ( )

4
N xs t N N

c
       

Dدارای  Rکه نتیجه می دهد  H نرم است در نتیجه بنا بر قضیه یک PID  . است 

نمی تواند   cهمانند مقادیر مثبت آن عمل می کنیم و طبق تعریف   cمنفی  مقادیر برای )

 ( مساوی صفر باشد 

. در ابتدا  4و  3،  2، 1که می تواند ممکن باشد عبارتست از  cی مانده برای  اکنون مقادیر باق

1cگفتیم که   . 

,1در ادامه ثابت می کنیم که به ازای مقادیر  2,3c    ،R  دارای یکD H . نرم است  



 

2Cاز طرفی اگر   آنگاه مقادیر,s t  نتیجه می دهد کهیان شده است که در زیر بR  یک

D H  کافی است  .بررسی آن واضح است  ونرم است (,s t را در ( ) ( )N s t N    قرار دهیم( 

                               1 19
1 ,

2

a bi
S t R

 
         

1S  واضح است R   بررسی می کنیم که t هم عضوR  . باشد 

 

1 1
19 (1 19)

2 2 2 2 2 2 2

a b b b b a b b a b
t i i b w

    
         

2cاز طرفی اگر     آنگاه واضح است که,a b زیرا در  نمی توانند هر دو همزمان زوج یا فرد باشد

Rاینصورت 



  ن مخالف فرض است  فلذا که ایa b   1عددی فرد می باشد در نتیجهa b   عددی

1   و از آن جازوج  

2

a b 
  پس: 

1

2

a b
t b w R

 
   

3c اگر:             

 :آنگاه

2 2 2 219 (mod3)a b a b   

2از طرفی اگر  2 0(mod3)a b    0آنگاه(mod3) , 0(mod3)b a   

)gcdکه نتیجه می دهد  , , ) 3a b c  زیرا که این خلاف فرض است gcd( , , ) 1a b c   

mod)0                                                                     پس داریم: 3) , 0(mod 3)b a   

  : همچنین

  2 2 2 23 | 19 19 3 , 1,2a b a b q r r      

 



 

Dشرط که در  t و sدر نتیجه  H  تا رم صدق می کندن R یک  بنا بر قضیهPID شود   ، 

 :می شود 

19,s a bi t q R     

4cحال برسی می کنیم اگر   . در این صورتa و b  هر دو نمی توانند زوج باشند چرا که  در

)gcdاین صورت  , , ) 1a b c   :پس حالتی را بررسی می کنیم که یکی فرد و دیگری زوج است ، 

 1,2,3r  2و 219 4a b q r         2فرد است 219a b 

Dشرط در که  tو  sدر نتیجه  H  تا  رم صدق می کندنR  بنا بر قضیه یکPID شود   ، 

 :می شود 

19 ,s a bi t q   

 فرد باشند آنگاه : bو   a حالت دوم ، اگر هر دو

2 2 2 219 1 3(mod8) 19 8 4a b a b q       

Dشرط که در  tو  sدر این صورت  H  تا  رم صدق می کندنR  بنا بر قضیه یکPID شود، 

 :می شود 

t q و
1

19
2

s a bi  

c ،,sبرای تمامی مقادیر صحیح ممکن برای پس ثابت کردیم که  t   موجود است که در شرط

0 ( ) ( )N s t N      صدق کند تاR  یکD H  فلذا یک  داشته باشدPID . باشد 

نیست برای این کار ثابت می کنیم که هیچ  R،EDحال ثابت می کنیم که 

  Universal side divisor .داریم :  ندارد 

   1, 1 0, 1RUnit R      

uعضو  R R  کنیم که  را انتخاب می کنیم و فرض میu یک  universal side divisor .است 

xپس برای هر عضو   R  داشته باشیم  باید |u x z  به طوری که وجود داشته باشد z R . 



 

2x  عضو  R  ن ریم. چورا در نظر می گیu   یک  universal side divisor :است پس 

 

| 2 0 1, 2
| 2

| 2 1 1
0, 1

| 2 ( 1) 1, 3

u u u
u z

u u
z

u u u

     
 

     
         

 

uاز طرفی چون R  1پس نمی تواند  باشد فلذا تنها مقدار باقی مانده برایu   که ممکن است

2  3و :باشد. از  طرفی داریم 

 

1 1 1 1 1
(1 19) 0 2 ( (1 19) ) 0

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
2, (1 19) (1 19) 1 2 ( (1 19) ) 2 | , 0, 1

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
(1 19) ( 1) 2 ( (1 19) )

2 2 2 2 2 2

i q q i w w R

u x i i q q i w R x z z

i q q i w R


            




                   
   


              

 

 

1 1 1 1 1
(1 19) 0 3 ( (1 19) ) 0

2 3 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1
3 , (1 19) (1 19) 1 3 ( (1 19) ) 3 | , 0, 1

2 2 3 2 3 3 3

1 1 1 1 1 1
(1 19) ( 1) 3 ( (1 19) )

2 3 2 3 3 3

i q q i w w R

u w x i i q q i w R w z z

i q q i w R


            




                     
   


              

 

R ،  Universalپس  ف باطل است.پس فرض خل side divisor  ندارد و بنا بر قضیهED باشد. و در  نمی

 نمی باشد. EDاست که   PIDیک  Rنتیجه 

.

.
 


